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1.

Nuimeros reales

En este capitulo nos proponemos dar una construccion intuitiva de conjuntos numéri-

cos ya conocidos y manejar con fluidez las operaciones con numeros reales y sus propiedades

mds utilizadas.

1.1.

Conjuntos numéricos

1.1.1. Numeros naturales

La nocion de niumero es utilizada para resolver situaciones de la vida diaria, la uti-

lizacion de los numeros naturales es tan antigua como el hombre mismo. Usamos numeros

para contar elementos, para establecer un orden entre ciertas cosas, para establecer medi-

das, etc.

El conjunto de los nimeros naturales estd formado por aquellos que se utilizan para

contar. Se lo designa con la letra IN y se representan por:

N=1{1,2,3,..}

Propiedades:

El conjunto de los numeros naturales posee un primer elemento 1.

Entre dos naturales hay un niumero finito de naturales, esto es, el conjunto de los

numeros naturales es un conjunto discreto.

Todo subconjunto no vacio del conjunto de los nimeros naturales tiene un elemento

minimo.

El conjunto de los naturales es un conjunto totalmente ordenado, es decir que, dados

dos elementos cualesquiera pueden ser siempre comparados entre si.
Todo numero natural n posee su sucesor n + 1.

Todo niumero natural n se puede expresar como producto de niumeros naturales,

llamados factores de n.

La suma y el producto de nimeros naturales es un nimero natural.
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Los nimeros naturales son el instrumento adecuado para contar, sin embargo no bastan
para resolver otros problemas tales como expresar con numeros la altura y la profundidad,
la temperatura por encima o por debajo del punto de congelacion del agua, etc. Asi también
no podemos resolver operaciones del tipo 3 —3 =7 05— 8 =7.

Por ello se necesita ampliar este conjunto de niumeros.

1.1.2. Numeros enteros

El conjunto de los nameros enteros, se lo designa con la letra Z y es una ampliacion
del conjunto IN. Estd formado por los niumeros naturales, sus correspondientes opuestos

y el cero. Se representan por:

Z={.,-3-2,-1,01,2,3,..}

En forma conjuntista Z = IN~ U {0} U IN

Propiedades:
o 7 es un conjunto discreto.
e 7 no tiene primer ni ultimo elemento, cada numero tiene un antecesor y un Sucesor.

e 7 es un conjunto totalmente ordenado.

Todo nimero entero a tiene su opuesto —a, tal que a + (—a) = 0.
Dos nimeros opuestos son aquellos que se encuentran a la misma distancia (en

unidades) del cero. Uno positivo y uno negativo.
e La suma, resta y multiplicacion de niumeros enteros, siempre es un niumero entero.

Nos preguntamos ahora: ;Cudl serd el resultado de 7 : 27, esto es, sexiste algin niumero
entero tal que al multiplicarlo por 2 dé como resultado 77
La respuesta es NO, esto es, nos es imposible encontrar un nimero entero que cumpla
con esta condicion. Para resolver éste problema hay que introducir un nuevo conjunto

numérico, el conjunto de los nimeros racionales.
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1.1.3. Numeros racionales

Cuando el dividendo no es maltiplo del divisor, aparece la necesidad de crear los
numeros fraccionarios. Estos numeros estan formados por el cociente entre dos nimeros
enteros.

Este nuevo conjunto numérico se denomina, el conjunto de los niimeros racionales,
se lo designa con la letra Q.

Dicho conjunto estd definido por:

Q:{%:a,bez,b¢o}

donde a es el numerador y b el denominador.

Propiedades

e Q es un conjunto denso, esto es, entre dos numeros racionales existen infinitos

racionales. Como consecuencia de esto, no puede hablarse de nimeros racionales

consecutivos.
e Q no tiene primero ni ultimo elemento.
e Q es un conjunto totalmente ordenado.

Los numeros racionales se pueden expresar de dos formas: mediante una fraccion o
por medio de un nimero decimal de cifras decimales finitas o periddicas (cifras decimales

que se repiten). La expresion decimal es la que se obtiene al dividir el numerador por el

denominador.

Veamos algunos ejemplos:

15
m — = —)
3

= 0,125 (expresion decimal exacta)

ool =

= 0,125 (expresion decimal exacta)

2| e

=0, 3 (epresion decimal periddica pura)

W —

223

0 2,47 (expresion decimal periddica mizta)
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Un numero racional puede ser representado por mds de una fraccion. En el ejemplo

anterior se observa que el numero 0,125 estd representado por las fracciones — y — éstas

24
reciben el nombre de fracciones equivalentes entre si.

De acuerdo a lo anterior tenemos dos tipos de expresiones decimales, las exactas y las
periodicas.

exactas
Ezpresiones decimales puras

periodicas

mixtas

\

Reciprocamente, dada una expresion decimal exacta o periddica, puede encontrarse una

fraccion representante, como se describe a continuacion.

e Si la expresion es exacta, se coloca como numerador el nimero entero que resulta de
suprimar el punto decimal y como denominador la unidad sequida de tantos ceros como

cifras se encontraran a la derecha del punto decimal en la expresion decimal original.

Ejemplo:
w 0,7 = 1—70
= 0,205 = %
w 3,12 = %

e Si la expresion es periodica, se coloca como numerador el resultado de restar al nimero
entero formado por la parte entera, sequida del anteperiodo y de la primera repeticion
del periodo, el entero formado por la parte entera con el anteperiodo. Como denominador

tantos nueves como cifras tenga el periodo sequidos de tantos ceros como cifras tenga el
anteperiodo.

(todas las cifras de la expresion)-(las cifras no periodicas de la expresion)
tantos 9 como cifras dec. periodicas y tantos 0 como cifras dec. no periodicas
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Ejemplo:
837 — 8
99
~ 234 -23
m 23 4= ———
9 4 90

~ 31472 — 314
w 31,472 ———
’ 990

. 8, 37—

1.1.4. Numeros irracionales

Si pudiéramos representar sobre la recta numérica todos los puntos correspondientes a
los mimeros racionales advertiriamos que quedarian aun infinitos puntos sin marcar. Es
decir, una vez elegido un segmento unidad, existen puntos de la recta que no se corres-
ponden con ningun numero racional. Dos problemas sencillos: determinar la longitud de
la diagonal de un cuadrado de lado igual a uno, y determinar la longitud de una circun-
ferencia de radio uno, revelaron la existencia de magnitudes que no tenian lugar dentro
del conjunto de numeros racionales.

Como sabemos aplicando el Teorema de Pitagoras, la diagonal de un cuadrado de lado

1 es un numero x tal que
2? =17 4+1% =2

Sin embargo no existe ningun niumero racional que cumpla la propiedad que elevado al
cuadrado sea iqual a 2. Esto significa que si tomamos al lado del cuadrado como unidad
de medida, no es posible fraccionarlo de tal manera que estas fracciones de unidad entren
un numero entero de veces en la diagonal. Por otro lado, es la medida de un segmento y
por lo tanto puede pensarse como un numero. Este numero se llama raiz cuadrada de 2 y
se lo denota /2.

Aquellos nimeros que no es posible expresarlos como una razon entre enteros (no
admiten una representacion racional) se los llama nimeros irracionales. Al conjunto
de los numeros irracionales se los designa con la letra 1.

Los numeros irracionales tienen en su expresion decimal infinitas cifras decimales no

periodicas.
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Son ejemplos de numeros irracionales:

» Un numero cuya parte decimal estd formada por infinitos ceros y unos, en el cual
el primer 0 estd sequido de un 1, el sequndo de dos unos, el tercero de tres unos, y
asi sucesivamente:

235, 1011011101111011111011111101111111011...
representa un numero irracional porque no puede identificarse un periodo en la parte

decimal del mismo.

= Las raices de indice par de numeros naturales que no dan como resultado un nimero

natural.

V2, V3, V8, V6.

s Las raices de indice impar de nimeros enteros que no dan como resultado un nimero

entero.

V2, V=5, V13.

» FEl numero m, utilizado para calcular la longitud de la circunferencia
T~ 3,14159265358979323846...

= FEl nimero e, base de los logaritmos naturales
e ~ 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995...

1.1.5. Numeros reales

Al conjunto formado por los niumeros racionales y los irracionales se lo llama conjunto

de los nameros reales y se lo simboliza con IR.
Es decir, R=QUTI

( . .
I : irracionales

R IN : naturales

Q : racionales{ Z : enteros{ 0 : cero

IN" : negativos
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El conjunto de los nimeros reales se representa sobre una recta llamada recta numérica

o recta real.
Cada punto de la recta numérica representa a un unico niumero real y reciprocamente

a cada niumero real le corresponde un unico punto de la recta.
Se fija un origen que representa al nimero cero, se considera un segmento unidad, a

la derecha del cero se representan los reales positivos y a la izquierda los reales negativos.

|
o
|
—
—
=1
bt

Para comparar dos nimeros reales a y b. Si b—a es positivo, entonces a < b y el punto

asoctado a b esta a la derecha del punto asociado a a. Si b— a es negativo, entonces b < a

y el punto asociado a b esta a la 1zquierda del punto asociado a a.

1.1.6. Intervalos de nimeros reales
Los subconjuntos mds frecuentes en el cdlculo o andlisis matemdtico son los intervalos

de la recta real.
Veamos las definiciones de los distintos tipos de intervalos utilizando la notacion con-

Juntista y, ademds, su representacion grdfica

Dados a,b € IR definimos:

(I) Intervalos acotados
e (a,b) ={zr € R:a < x < b}, llamado intervalo abierto de extremo inferior

a y extremo superior b. El intervalo no incluye a los extremos a y b

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

e
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e [a,b] = {z € R:a <z <b}, llamado intervalo cerrado de extremo inferior
a y de extremo superior b. El intervalo incluye a los extremos a y b.

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

[

e (a,b] = {x € R: a < x < b}, llamado intervalo semiabierto de extremo
abierto a y cerrado en b. El intervalo no incluye el extremo a y si incluye el
extremo b.

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

i 7

S
[

e [a,b) = {zr € R:a <z < b}, llamado intervalo semicerrado de extremo
cerrado a y abierto en b. El intervalo incluye el extremo a y no incluye el ex-
tremo b.

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

= .
i
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(IT) Intervalos no acotados
En lo que sigue interpretaremos a los simbolos oo y —oo como infinito y menos
infinito, respectivamente. Es claro que, para cualquier numero real a se verifica que:

—oco<a<oo

e (a,0) ={x € R:a < x}, llamado intervalo infinito abierto de extremo
inferior a.

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

4
Y

a

e [a,0) ={z € IR:a <z}, llamado intervalo infinito cerrado de extremo
inferior a.

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

e
A

e (—00,b) ={z € IR:z < b}, llamado intervalo infinito abierto de extremo
superior b.

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

-

b

e (—o0,b] ={x € R:z < b}, llamado intervalo infinito cerrado de extremo
superior b.

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:
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o (—00,00) ={r €R: —00 <z <0}, es decir (—oo,00) = IR

Geométricamente se representa en la recta real en la forma:

==l ]

14
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1.2. Operaciones con numeros reales

Para trabajar con los conjuntos numéricos recordaremos las operaciones y algunas de

sus propiedades bdsicas.

1.2.1. Suma

e Con igual denominador:

%+g:az—c donde b # 0.
Giomnlor 30,1 37941 5
Jemptos Ty Ty T T4 Ty

e Con distinto denominador:

E+E:(m:b).a+(m:d).c donde m es el multiplo comin menor.
b d m

Ejemplo: — +5—|—2—

JEmPLo: 376 7

+5+2_1-3—2-4+5-2+2-12_29
6 1 12 12

Propiedades de la suma:

e Conmutativa: a+b=>b+a

Asociativa: (a +b)+c=a+ (b+c¢)

Elemento neutro: existe 0 (cero) tal que a +0 = a

Opuesto aditivo: para cada nimero real a eziste su opuesto aditivo (—a) tal que

a+(—a)=0

Cancelativa: Sia+c=0b+ ¢ entonces a = b
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2. Producto
a ¢ a-c
b I od donde b#0 yd+#0

16

Siempre hay que tener en cuenta la regla de los signos para la multiplicacion de

numeros reales:

(=)-(=) = ()

, 2 4 2.(—4)-2 16
E lo: Z.(=2). ol S e s
jemplo 5 ( 7)

Propiedades del producto

o Conmutativa: a-b=1>b-a

Asociativa: (a-b)-c=a-(b-c)

FElemento neutro: existe 1 (uno) tal que a-1=a

o [nverso multiplicativo: para cada nimero real a # 0 existe su inverso multiplicativo

1
— tal que a-— =1
a a

Cancelatva: Sia-c=0b-c yc+#0 entonces a=1>

Distributivas:

e (a+b)-c=a-c+b-c

e (a—b)-c=a-c—b-c

1.2.3. Cociente

Todo cociente de numeros fraccionarios puede transformarse en producto.

:b;d donde b£0,d#0 yc#0
xe

ol
Q

[Sal IS
Ul o
o
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La regla de los signos del cociente es la misma que para el producto.

Ejemplo: —é- _z —_§ _§ _E
Jempto- 2°\"3) 7 T2 7] 14

Propiedades del cociente
e (atb):c=a:c+b:c

e (a—b):c=a:c—b:c

1.2.4. Potenciacion

n—uveces

a"=a-a-..-a| dondea€lRynelN

a recibe el nombre de base, y n de exponente.

Regla de los signos en la potenciacion:

e Sila base es positiva (+), entonces la potencia es positiva (+)

) , si el exponente es par, la potencia es positiva (+)
o Sila base es negativa (-), entonces . . ‘ .
si el exponente es impar, la potencia es negativa (-)

Propiedades de la potenciacion

e Todo numero distinto de cero elevado a la cero da por resultado 1.

a®=1 cona#0

e Potencia de exponente negativo.

\" 1
a‘"z(—) =— cona#0

a a™

e Producto de potencias de igual base.

n m n+m

a -a =a

e (Cociente de potencias de igual base.

n m n—m

a .a’=a

e Potencia de potencia.

(an)m — an-m



Curso de Ingreso 2019 18
e Distributiva respecto al producto y al cociente.

(@-b)" =a™-b"
(@:b)"=a"™:b" conb#0

1.2.5. Radicacién

Ya=bsiysolosi b" =a

Donde a es el radicando, n el indice y b la raiz n-ésima de a. Al simbolo /-~ se le
llama radical.
Sin es impar entonces el radicando puede ser cualquier valor real.
Sin es par entonces el radicando debe ser a > 0, en caso contrario el resultado no es un

numero real.

Regla de los signos en la radicacion:

e 5i el radicando es positivo y el indice es par, entonces la raiz es positiva.

Sia >0 yn es par, entonces {J/a = (+)

e i el radicando es positivo y el indice es impar, entonces la raiz es positiva.

Sia >0 yn es impar, entonces /a = (+)

e 5i el radicando es negativo y el indice es par, entonces no posee solucion real.

Sia <0 yn es par, entonces /a no es un nimero real

e Si el radicando es negativo y el indice es impar, entonces la raiz es negativa

Sia <0 yn es impar, entonces Va = (—)
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Propiedades de la radicacion

e Toda raiz puede expresarse como potencia de exponente fraccionario.
\n/ am = a%

. 1
en particular Ya = an

e Raiz de una potencia es la potencia de la raiz.
Vam = ({a)"
e Sin es par, entonces V/a" =| a |

Sin es impar, entonces \/a™ = a

e Distributiva respecto al producto y al cociente.
n/a b — {1/5 i %
Va:b=/a: Vb conb#0

o Raiz de una raiz.

1.3. Radicales
1.3.1. Extraccion de factores fuera del signo radical

Se pueden extraer factores fuera del signo radical cuando el exponente de dichos fac-

tores sea mayor o igual que el indice.

o Fjemplo 1:
Consideremos /8
Podemos expresar 8 como potencia, 8 = 23.
V=23
Podemos descomponer el radicando como un producto de potencias de igual base, de
modo que el exponente de una de ellas sea multiplo del indice, y el otro de exponente

menor que el indice.

V8=1+/22.2
— V222 (Distribuyendo)

=212 (Simplificando)

Hemos extraido el factor 2 y el radical ha quedado simplificado.
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o Fjemplo 2:
Consideremos el radical Va4
Podemos descomponer el radicando como un producto de potencias de igual base, de

modo que uno de los exponentes sea multiplo de 3 y el otro exponente menor que 3.

Yald — g1z . g2
= Va2 - Va? (Distribuyendo)

= a3 - Va? (Transformando en potencia de exponente racional )
=a*- Va2 (Simplificando)
o Fjemplo 3:

Consideremos /324

Descomponemos el radical en factores primos
324 | 2

162
81
27
9

3

1
324 =22. 3%

V324 = /22 . 34
Se procede como en el caso anterior.

/324 = v/22 . V/31
=22 V333
= v/922./33.3
=/22.3.V/3
=3.v22.3
=3-v22.3
=3.V12

W W W W N
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1.3.2. Operaciones con radicales

Para facilitar las operaciones que se definen a continuacion consideramos solamente
los radicales de radicando positivo.

Los radicales que tienen el mismo indice y el mismo radicando se llaman radicales
semejantes.

Ejemplos de radicales semejantes son los siguientes:
(a) 3v2 y —5v/2;  donde 3y -5 son los coeficientes.
3 3
(b) —an y —4vb2;  donde 50 Y -4 son los coeficientes.

Los radicales semejantes difieren unicamente por sus coeficientes.

Adicién y sustraccion de radicales

La suma o diferencia de dos radicales semejantes es otro radical semejante a los dados,
cuyo coeficiente es la suma o diferencia de los coeficientes de los radicales dados.

e Fjemplo 1:

3v§+§¢§:(3+§>¢izﬁg 2

St los radicales no son semejantes la suma o resta se resuelve teniendo en cuenta los

stquientes pasos:
» Factorizar los radicandos.
s Fxtraer factores fuera del radical.
s [dentificar términos semejantes.
= Operar

e Fjemplo 2:

2V/81 — 4/24 = 2/34 — 4v/23 .3
=2.3-v3-4-2.V3
= (6—8)V3
—|—2V3
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o Fjemplo 3:

V24 2V/36 — V8 + V54 = V2 + 2V/62 — V23 + /33 .2
= V24261 - V2.2 V3. V3.2
=V2+2-65 —2v/2+3V6
= V2 +2V6 - 2v2 +3V6
=(1-2)V2+ (2+3)V6
=|—v2+5V6

Multiplicacion y division de radicales

Para multiplicar y dividir radicales del mismo indice aplicamos la propiedad distributiva:

e [jjemplo 1:

Va9 Va0 = Va? - ql0

o Fjemplo 2:

V125 (=3V5) V2 =1+ (~3) - 1V125-5 2
= —3v/1250
= —3V5¢.2
= —3V53-5-2
= -3V - V10
= —-3-5V10
= —15v/10



Curso de Ingreso 2019 23

o Fjemplo 3:
1, 1, 1 1,
—V/324: VA= :-V324:4
28 7 28
7 4
= —v8l1
28
4
3
4
e Fjemplo 4:

avad - b Va2 -b=avad-b?:a-b
VT
—a-avb
_ ¥

1.3.3. Racionalizacion de denominadores

La racionalizacion de denominadores es un procedimiento en el que se transforma
una fraccion que tiene en el denominador un niumero irracional en otra equivalente cuyo
denominador sea un numero racional.

Se considerardn los siguientes casos:

(a) El denominador es un radical irreducible de indice 2.

a
En general este caso corresponde a fracciones del tipo % y se resuelve multiplican-

do numerador y denominador por \/b.
i_a-\/l_)_a'\/l_)_a-\/l_)_aw/g
Vb VbV Vbeb o V2 b

2 2.7 2T 2T 2.7
VIoVTVTo VT VT

Ejemplo:

(b) El denominador es un radical irreducible de indice distinto de 2.

a
En general este caso corresponde a fracciones del tipo W y se resuelven multipli-
/ bP

cando numerador y denominador por v/ b"P.
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a  a-vVb"P a-NVOP a-VOP a- VO

6
Ejemplo: 7—24, en este cason —p =T7—4 =3, luego

7

6  6-vV22  6-v23 6-v22 6-vV23
Vor Nty N et 2

3v23

(c) El denominador es un binomio de la forma /a £+ vb; a £ Vb; Ja £ b
Para comprender el procedimiento a usar en este caso, nos apoyamos en la siguiente
propiedad: (Diferencia de cuadrados)
(a+0b)-(a—0b)=a*>—0b* cona,belR
El procedimiento consiste en multiplicar numerador y denominador por el conjugado
del denominador.

Ejemplo 1:

2 2-(3++/5)

= (X y = por el conjugado de 3 — \/5)

3—vV5  (3—5)-(3+5)
2-(3+/5)

- ' (Diferencia de cuadrados)

32— (V/5)?
2-(3+/5)

=— 0 (Simplificamos)

3445
2

(Simplificamos)

Ejemplo 2:

3. 3-(V5-vV2)
VE+vV2  (VE+V2) - (VE—V2)
_ 3 (V5-v2)
(V5)? — (v2)?

3.5V
3

=5 —2 (Simplificamos)

(x y =+ por el conjugado de \/5 +/2)

(Diferencia de cuadrados)

(Simplificamos)
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Ejemplo 3:

Vi+V3 (V54 V3) - (VE+V3)
VE—V3  (V5-V3) (V5+V3)

(v5)* + V5 - V3+v3- V5 4 (V3)?

(x y =+ por el conjugado de /5 —+/3)

(Distributiba)

(VB —v3) - (V5+V3)

5415+ V15 + 3

(V5= v3)- (vV5+V3)
8+ 2v/15

(V5= V3) (Vb +3)
_ 8+2V15
- (V)2 - (V3

_ 8+2V15
2

_2-(4+ V1)
2

=44+V15

(x y Simplificamos)

(Sumamos términos semejantes)

(Diferencia de cuadrados)

(Simplificamos)

(Factor comiin)

(Simplificamos)

25
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1.4. Ejercitacién
Ejercicio 1 Resolver las siquientes operaciones combinadas.
a) [p—15-(=2)]: (-4 —-3) =
b) 16: (=8) = {-[2—=3-(=1)] +5} — (=2) =
¢) [3-(=5)+36]:[(3—-38):(=5)] =
d) (2-V3+42)3 =
o) {[V4 - (34 = (=3} : 10 -V9 =
0 /(3 -2 (3422 + /(B —12):6+11-(-2)] =

26

Rta: —5

Rta: 0

Rta: 3

Rta: —27

Rta: 1

Rta: 1

Ejercicio 2 Resolver e indicar a que conjuntos numéricos pertenece el resultado.

|

w
] =
[GCEN )
N
=

w
+
DN | —
~_

Rta:

—_

1

|

Rta: —3

Rta: —

Rta:

Rta:

13

12

27
14

Rta: 6
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Ejercicio 3 Pasar las expresiones decimales a fraccion y resolver.

0,3—-0,11) - (0,14 4+ 0,06
a)(’ 11) - (0, +’)= Rta: —%

—1+0,62 10
0,34\ 1,15 ,
c) M: Rta: +
0,5
3)-1,46]
2,4
- ~ 1
e) [<0737_071)_<371+271)]§: Rta: —%

Ejercicio 4 Hallar la minima expresion, aplicando propiedades.
- 2

o\ 10 /oy 8 2\ 4

i . — = Rt: -
2166 ] ()

ANZ 4N\ 3 2 A\ 8 4\ 10
b i . f— . —_ = R,t -
IORONEG “(3)

2 4
c)3§-B§: Rta: 2
d) 875 = Rta: 1
e) 3204 = Rta: 4
1
f O —— = Rta: %
V7 T

g) (82)75 - (4% = Rta: 2~
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Ejercicio 5 Indicar si las siguientes igualdades son correctas.

a) v9+16 =v9+/16

b) (2+5)% = 22 4 52

e) 2832 = ¢
PR () .

6 \ 3 9
g) =1

Ejercicio 6 Resolver e indicar a que conjuntos numéricos pertenece el resultado.
175\
a) |2——
) ( 100)

; G _ g) L 002

N|—=
W=

+(20,25)2 — (%5) = Rta: 4

-2

14400
0,6 - (——) :(—0,1)1
2
v/ —54 . 5
c + V16 - V2 = Rta: L
) Vi 2
-1
1 64
d C— — 2.125= Rta 1
N s i ’ &
1+3

2 I
e) \/<§+1) -2,7—|—5: Rta: V2
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Ejercicio 7 Indicar si las siguientes afirmaciones son correctas o no, realizando los cdlcu-

los correspondientes.
a) (V2 —3)%24 (v/2 + 3)? es un niimero irracional.
b) (v/5+3)% + (v/5 — 3)? es un niimero entero.
c) 2v/3 — 31/3 es un ntimero racional.

d) (247 =(0,5)7"

Ejercicio 8 Resolver.

1\ ! ~ ~
(HZ) +0,7:2,3 -0,25:0,6

a) =

= 4 —~ -2
\/0,7-\£—(1—0,3> 41,5
2 1 1\ 2 ~
b S N - 2 -1_0.1 6=
) < 3+2> \/(5) + 32+ (0,5) 0,16

64
(472)2 4 (27%)1 —3—-4-20
d) 45 1 Y -
0,32 — —= V8- V8
’ 29 3
) O 125)75 4 (0, 2) - (0, 2)
, _

493 - — +\/(—4)2

. 87
Rta: ~ 10

Rta: —%

Rta: 6

. 83
Rta: 243
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Ejercicio 9 FExtraer factores fuera del radical.

a) V2T = Rta: 3v/3
b) /432 = Rta: 62
c) Vab® = Rta: b*vab
d) V8rt = Rta: 22%v/2
e) V15552 Rta: 6v/2
f) /2026y15 Rta: 223y" /by
g) N Rta: zv/4x

Ejercicio 10 Resolver las siguientes sumas de radicales.

a) —11\/§+(3——+ )\/_ V3= Rta: —3v3
1
b) —2\/700+§f—1\/2_= Rta: —19v/7
1 .
d) 2v/24 + V54 4 2¢/18 — 56 Rta: 2v/6 + 6v/2
1 1
e) E\/l_—g\/ﬁ+\/§+\/ﬁ+5\/0,_02 Rta: —19\/‘5’;3*/5

Ejercicio 11 Resolver y simplificar.

a) aty - /rtyt = Rta: xy/x
) V3x2 . {/ady - /2733y = Rta: 3z /y3
c) V3x:x = Rta: 3,2 #0

d) V/8z13: V829 = Rta: /=
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Ejercicio 12 Aplicar propiedades y resolver.

31

Rta: 2711

Rta: 223

oot

Rta: 5%x_

Rta: VY

Rta:

IS

S

. 292
Rta: 5

'S
0

Rta: 2

2
Rta: 5v/3 — 5v/2

Rta: @

Rta: V2

Rta: v/3
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Ejercicio 14 Resolver las siguientes operaciones combinadas

a) V216 — 234 = Rta: 0
1 1 1 1
Z 3./ = Z_ 3./ = . V2
b) \ﬂ 3 5+ \/; 3\/; Rta: —
-1
1
c) < +4\/5> = Rta: —1 + /5
2 2
d) V2 = Rta: v/2

1++V2
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2. Ecuaciones. Sistemas de ecuaciones

2.1. Ecuaciones lineales con una incégnita

Una ecuaciéon es una igualdad entre dos expresiones algebraicas, en las que figuran
una o varias letras llamadas incognitas.

Los numeros que al sustituir a las incognitas hacen verdadera la igualdad forman el
conjunto solucién de la ecuacion, pudiendo este ser vacio.

Resolver una ecuacion, consiste en hallar su conjunto solucion.

Las ecuaciones lineales con una incégnita son aquéllas que pueden escribirse de

laforma."a$+b:0 con a,be R y a;«éO‘

Llamaremos ecuaciones equivalentes a dos o mas ecuaciones cuyas soluciones sean las

mismas.
: 3 . : -
Por ejemplo: 20 = 8 y —x = 6 son equivalentes, ya que su conjunto solucion es
2 2

S ={4}.

Para resolver una ecuacion lineal de una incognita, lo que haremos serd hallar ecua-
ciones equivalentes, cada vez mas sencillas, hasta llegar a un punto en el que la solucion
sea trivial. Para obtener ecuaciones equivalentes, utilizaremos las siguientes propiedades

de la relacion de igualdad:(Propiedades de monotonia.)

e Si se suma a ambos miembros de una ecuacion una misma expresion algebraica, la

ecuacion obtenida es equivalente a la primera.

e 5i se multiplican ambos miembros de una ecuacion por una misma expresion alge-

braica, la ecuacion obtenida es equivalente a la primera.

Ademds, en ambos miembros de la igualdad, asumiremos que las letras representan
numeros reales y usaremos todas las propiedades vistas en el primer capitulo.
La solucion general de una ecuacion lineal con una incognita viene dada por:
b
S={—
-2
En efecto:
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Consideramos la ecuacion lineal con una incognita ax +b =0 con a,b € IR ya # 0

ar+b=0

ar+b—b=0—-5 restamos m.a.m -b

ar = —b
ax b 1
—=— multiplicamos m.a.m por — (a # 0)
a a a
r=—-
a

Veamos algunos ejemplos:

= Ejemplo 1:

—3(r—2)=2x+11
Aplicamos la propiedad distributiva en el primer miembro

—3r+6=2zr+11

Sumamos m.a.m la expresion -21-6

—3r+6—-—2xr—6=2x+11—-—22x—6
—3r—2xr=11—-6

—br =5
. 1
Multiplicamos m.a.m por ——
1
——) - =dr=—="-5
(~3)- 52
r=—1

Luego el congunto solucion de la ecuacion —3(x —2) =2x + 11 es S = {—1}

Comprobemos que -1 satisface la ecuacion, para ello reemplazamos el valor -1 en
cada aparicion de x

3. (=1=2)=2-(=1)+11
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Resolvemos por separado cada miembro de la igualdad

—3.(=3)=—-2+11

9=9

Como la dltima igualdad es valida, S = {—1} es el conjunto solucion.

= Ejemplo 2:

20 —2 x+45

3

Multiplicamos m.a.m por 6 que es el

2
mem(2,3)

o(557) (%)

22z —

2) =3(x+5)

Aplicamos la propiedad distributiva en ambos miembros

dr —4 =3z + 15

Sumamos m.a.m la expresion —3x +

4

dr —4 —-3x4+4=3r+15—-3x+4

4 —

Luego el conjunto solucion de la ecuacion

Comprobemos que 19 es solucion:

3r=15+14
z =19
23:—2_:U+5

3 5 es S = {19}

2-19-2 19+5

3 2
38—2 24
3 2
36
= =12
3

12 =12

35
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= Ejemplo 3:

1 1 -2

Aplicamos la propiedad distributiva en ambos miembros

P R L S
37 AT T3 T

1
Sumamos m.a.m la expresion 2x — gx +4

2 4 1 + 2 L +4=-2 —I—1 2+5+2 ! +4
2 1 1 2
—r — - 20 ——x=——+5+4
39(: 4:1:+ T 31: 3—|— +

Aplicamos la propiedad distributiva en el primer miembro y resolviendo el sequndo

miembro

Resolvemos el paréntesis del primer término

25 25
1277 3

12
Multiplicamos m.a.m por %

1225 12 25

J— — = — « —
25 12 25 3
r =4

1 1 -2
Luego el conjunto solucion de la ecuacion 2 (gx — 2) — -z =2z + ’

1 + 5 es
S = {4}
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Comprobemos que 4 es solucion:

1 4-2
2(=-4-2)—->4=-244+"215
( ) ! 222

Ocasionalmente nos encontramos con expresiones que aparentan ser ecuaciones lineales

con una incognita y que sin embargo no tienen solucion o tienen infinitas soluciones.
= Ejemplo 4:

20 +7=2(x+4)

204+ 7=2x+8
204+7T—-20 —T7T=204+8—-20—7
20 —2x =8 -7
Oz =1

La ultima ecuacion no tiene solucion pues no existe ningin nimero real que mul-
tiplicado por 0 de por resultado 1. En general las ecuaciones de la forma Ox = b con

b # 0 no tienen solucion. Su conjunto solucién es S = ()

= Ejemplo 5:

3r+5=3x+2)—1
3r+5=3r+6-1
3r+5—-3r—-5=3r+6-1-5
3r—3r=6—-1-5
Oz =0



Curso de Ingreso 2019 38

La ultima ecuacion tiene infinitas soluciones pues todo nimero real multiplicado

por 0 da por resultado 0. Su conjunto solucion es S = IR

Problemas que se resuelven mediante ecuaciones lineales

Plantear una o mas ecuaciones a partir de un problema, consiste en traducir a lenguaje
algebraico las condiciones que ligan lo que se sabe con lo que se desea conocer.

Es fundamental leer con atencion y releer el enunciado del problema, hasta entender

perfectamente su significado. Después es conveniente sequir estas etapas:

1) Identificacion de datos conocidos e incdgnita: se detalla todo lo que se sabe (datos

conocidos) y lo que deseamos conocer (las incdgnitas).

2) Planteo de las ecuaciones: se relaciona con igualdades (ecuaciones) los datos con

las incognitas.

3) Resolucion de las ecuaciones: se transforma cada ecuacion planteada en otras

equivalentes y mas sencillas de resolver.

4) Comprobacion de resultados: se verifica que las soluciones encontradas satisfacen la

ecuacion original.

5) Discusion de las soluciones: se trata de ver si las soluciones obtenidas son aceptables

para el problema propuesto.

Recuerde que la tarea matemadatica consiste en gran medida en resolver problemas. Hay
algunos aparentemente sencillos que le pueden llevar mucho tiempo, incluso aunque tenga

a su disposicion todas las herramientas necesarias.
Problema 1:
Al sumar un mismo nimero a los dos términos (numerador y denominador) de la fraccion
8 ‘ ‘
3 obtenemos otra fraccion equivalente a R ¢ Cudl es el nimero que se ha sumado?

Resolvamos el problema siguiendo las etapas propuestas:

1) Identificacién de datos conocidos e incégnita: llamamos z al nimero que se le

. . +x , 4
suma al numerador y denominador. Debe ocurrir que T sea equivalente a 5
x
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2) Planteo de la ecuacién: Por ser fracciones equivalentes debe verificarse que:

8+ x

3+

4
5
3) Resolucién de la ecuacién:

8+x 4

3+z 5
58+ x) =4(3 + x)
40 + br = 12 + 4z
or —4xr =12 — 40

r = —28

8+ (—28)

4) Comprobacién de resultados: Debemos comprobar que ——————=
3+ (—28)

es equivalente a

8+(—28) —20 20

3+ (—28) —25 25

4
)

5) Discusién de las soluciones: El nimero que se ha sumado es -28. Como no hay

restricciones en el niumero que se pide este resultado es posible.

Problema 2:
En el curso de 2° A hay cierto niumero de alumnos. El curso 2° B tiene la mitad de los de
2°° A mds 10 alumnos y 2° C tiene la mitad de 2° A mds 8 alumnos. ;Cudntos alumnos

hay en cada grupo si hay 92 alumnos que cursan 2°7

1) Identificacién de datos conocidos e incégnita: llamamos x al nimero de alumnos
de la clase de 2° A

Curso 2A | 2°B 2° C
Alumnos b'e 5+10 | 5+38

2) Planteo de la ecuacién: Para expresar que entre los tres cursos hay 92 alumnos

escribimos:

x+<g+10>+<g+8>:92
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3) Resolucién de la ecuacion:

x+<f+1o>+(f+8):92

2 2
T T
—4+10+=+8=92
:c—|—2+ +2—|—
r
—+-—=92—-10-—28
x+2—|—2
1 1
14+ =+ = =74
(+2+2)x 7
20 =74
74
Tr = —
2
x =37

4) Comprobacién de resultados: Comprobamos que el valor hallado de x satisface la

37 37
37 + (?%—10) + (?%—8) =92
57 53

4 99
37—|—2+2 9

92 =92

ecuacion:

5) Discusién de las soluciones: Si en 2° A hay 37 alumnos, en 2° B son % +10 = %
y en 2° C son 377 +8 = % Esta solucion satisface la ecuacion, pero como no puede haber,
por ejemplo %7 de alumnos en 2° B, la situacion descrita en el problema es imposible.

Por ejemplo el problema tendria solucion si la cantidad total de alumnos en 2° ano fuese

9.
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2.2. Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas

Una ecuacion lineal con dos incégnitas es de la forma:

’ax—l—by:c con a,b,cElR‘

donde a y b no simultaneamente nulos.

Como veremos en el proximo capitulo este tipo de ecuaciones representan rectas del
plano xy.

La diferencia con las ecuaciones lineales con una incognita es que el conjunto solucion
es un conjunto infinito de pares de valores (uno correspondiente a x y otro a y), por
ejemplo; consideremos la ecuacion: 2x —y = 3 [1]

Despejando la variable y, obtenemos: y = 2x — 3 Entonces para cada valor de x que
demos, tendremos un valor de y y este par de numeros serd una solucion de la ecuacion
[1]. Asi los pares (2,1); (0,-3) y (4,5) son solucién de [1], en efecto:
2:2—1=3; 2:0—(-3)=3; 2-4—-5=3

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas es un conjunto formado por
dos ecuaciones con dos incognitas. Lo que caracteriza al sistema es que se busca una o
mds soluciones que sean soluciones de todas las ecuaciones planteadas en el sistema. Es
decir que verifique simultdneamente ambas ecuaciones.

Indicaremos un sistema de ecuaciones de la siguiente forma:

ax + by =1

asT + by = o

2.2.1. Tipos de solucién
Consideremos un sistema de ecuaciones:
ax+bhy=c (1)
axx +boy =2 (2)
Como (1) y (2) representan rectas del plano xy pueden suceder los siguientes casos:

e Las rectas son oblicuas.
En este caso las rectas se cortan en un unico punto P = (x,y), como este punto
pertenece a ambas rectas, satisface ambas ecuaciones simultineamente y serd solu-

cion del sistema.
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e Las rectas son coincidentes.
En este caso las rectas tienen en comun todos sus puntos. Luego todos los puntos son
solucion simultanea de ambas ecuaciones y por lo tanto el sistema tendrd infinitas

soluciones.

e Las rectas son paralelas.
En este caso las rectas no se cortan en ningun punto, entonces no existe ningun
punto que pertenezca a ambas rectas y por lo tanto que sea solucion del sistema.

Luego el sistema no tendrd solucion.

Teniendo en cuenta el andlisis anterior de las posibles soluciones de un sistema de
ecuactones, los clasificamos como sigue:

Sistema compatible: Admite solucion.

Sistema compatible determinado: Admite una inica solucion.

Sistema compatible indeterminado: Admite infinitas soluciones.

Sistema incompatible: No admite solucion.

Determinados

Compatibles

Tipo de sistemas Indeterminados

| Incompatibles

2.3. Meétodos de resolucién de sistemas de ecuaciones.

2.3.1. Meétodo de Igualacién.

El método de igualacion consiste en:
(I) Despejar una de las incognitas de ambas ecuaciones.

(IT) Igualar las expresiones obtenidas, de donde resultard una ecuacion con una incégnita

y resolver.

(III) Conocida la incdgnita del paso (1) se sustituye su valor en alguna de las ecuaciones

del paso (1) y se calcula la sequnda.
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Ejemplo:
3r—y=17
20+ 3y =1
(I) Despejamos de ambas ecuaciones la variable “y”.

y=3xr—7
_1—2x
Y73

(IT) Igualamos las expresiones obtenidas y resolvemos.

1 -2z
3
3Bx—=7)=1-2x

9r —21=1—-2x

3r—7=

9z + 2z =1+21

11z = 22
22
r=—
11
r =2

(III) Reemplazamos el valor obtenido en alguna de las ecuaciones de (1), por ejemplo la

PTIMETa.
y=3-2—-7
y=6-—7
y=-1

El congunto solucion del sistema es S = {(2,—1)}

2.3.2. Método de Sustitucidn.

El método de sustitucion consiste en:

(I) Despejar una de las incognitas de una de las ecuaciones.

(IT) Sustituir la expresion obtenida en la otra ecuacion, de donde resultard una ecuacion

con una incognita y resolver.
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(III) Conocida la incognita del paso (I1) se sustituye su valor en la ecuacion del paso (1)

y se calcula la sequnda.

Ejemplo:
3r—y=17
20+ 3y =1
(I) Despejamos “y”de la primera ecuacion.
y=3r—17
(IT) Sustituimos en la sequnda ecuacion y resolvemos.
20 +33x—7) =1

20 +92r —-21=1
20+ 92 =1+421

11z =22
22
r=—
11
r =2

(III) Reemplazamos en la ecuacion del paso (I).

y=3-2-7
y=6-7
y=-—1

El conjunto solucion del sistema es S = {(2,—1)}
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2.3.3. Meétodo de Determinantes.

Antes de indicar el método, introduciremos algunos conceptos previos.

e Una matriz de orden 2 X 2 es un arreglo de nimeros de 2 filas (horizontales) y 2

@11 a2
A=
Q21 A22

e Dada una matriz A de orden 2 x 2, el valor de su determinante se define como:

columnas (verticales):

detA = Q11 * 22 — A12 * A2

Ejemplos:
3 2

(1) St A= A 5), entonces detA=3-5—2-(—4) =23
-1 =2

(2) Si B = L3 ), entonces detB = (—1) -3 — (=2) - (—4) = —11
L _2

(3) Si C = ; _i >, entonces detC' = 3 - (—4) — (—2)-3=0

Ahora veremos el método de resolucion por determinantes.

FEste método consiste en:

az + by =c
Dado el sistema de ecuaciones { ! 4 !

asT + boy = o

(Debe estar ordenado de esa manera.)

(I) Con los coeficientes ay, as, by, by, ¢1 y co formamos las siguientes matrices:

Matriz principal, que denotaremos por V:

b
v — a; 01
as by

Cuyo determinante es: detV = ay - by — by - ao
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Matriz asociada a x, que denotaremos por V,:

Cuyo determinante es: detV, = c; - by — by - o

Matriz asociada a y, que denotaremos por V,:

ay ¢
V, =
Q2 C2

Cuyo determinante es: detV, = ay - co — ¢1 - as

(IT) Calculamos los valores de x e y con los siguientes cocientes de determinantes.

_ detV, _ detV,
T ety Y= ety
Ejemplo:
3r—y=717
20+ 3y =1
En este caso tenemos a; =3, a =2, by =—1,00=3,c1=Tycy =1

(I) Formamos las matrices V, V,, V,,.

() () )
2 3 1 3 2 1
Calculamos sus respectivos determinantes detA, detA,, detA,.

detA =3-3—(—1)-2=11

detA, =7-3—(=1)-1=22

detA, =3-1-7.-2=—11

(I) Calculamos los valores de x e y.

_ detV, 22 5 _ detV, 11

= S — — - 1
YT dety 11 7 Y= detv 11

El conjunto solucion del sistema es S = {(2,—1)}
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2.4. Ecuacién de segundo grado

Una ecuacién de segundo grado con una incognita, una vez simplificada y or-

denada tiene como expresion candnica: |ax* +bxr+c¢=0 con a,b,c € R y a#0

La ecuacion cuadrdtica es de gran importancia en diversos campos, ya que junto con

las ecuaciones lineales, permiten modelar un gran niumero de relaciones y leyes.

2.4.1. Soluciones de una ecuacién de segundo grado completa.

Dada una ecuacion de sequndo grado con una incégnita: ax® +bx +c = 0 sabemos que
a,b,c € IR ya # 0, decimos que la ecuacion es completa si ademds se verifica que b # 0
yc#0

Las soluciones de esta ecuacion se calculan mediante la formula:

—b+Vb? — 4dac

2a

T12 =

conocida como formula de Bhaskara.
El doble signo + que precede a la raiz indica que puede haber dos soluciones, llamadas

también raices de la ecuacion cuadrdtica:
—b+ /b? — 4dac —b—Vb? —4dac
= Yy
2a

To =
2a
La expresion subradical b*> — 4ac se llama discriminante y y lo simbolizamos con /A

x

A = b — dac

La ecuacion cuadrdtica puede tener dos, una o ninguna solucion real. La cantidad de solu-

ciones depende de que el discriminante sea positivo, cero o negativo.

e A >0, la ecuacion tiene dos raices reales y distintas.
Ejemplo:
Encontrar las soluciones de la ecuacion x*> — 6z +5 =0
Analizamos el discriminante A = b* —4ac = (—6)? —4-1-5=16 > 0

Usamos la formula de Bhaskara

6+4
x].:—:
b+ VP2 —dac 64+16 6+4 2
I‘ = = = =
b2 2a 2.1 2 64
1'2——:1
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La ecuacion tiene dos raices reales y distintas r1 =5 y x9 = 1.

e A =0, la ecuacion tiene dos raices reales y coincidentes. (se le llama raiz doble)
Ejemplo:
Encontrar las soluciones de la ecuacion 4x® —4x +1 =0
Analizamos el discriminante A = b* —4ac= (4)> —4-4-1=0

Usamos la formula de Bhaskara

440 1
gjlz—:—
b+ —4dac 44+0 440 8 2

X = = = =
b2 2a 24 8 -0 1
2T T

. . . o 1
En este caso se dice que la ecuacion tiene dos raices reales coincidentes, r1 = xro = 3

0 que tiene una raiz doble.

e A <0, la ecuacion no tiene soluciones reales.
Ejemplo:
Encontrar las soluciones de la ecuacion x> —x +1=0
Analizamos el discriminante A = b* —4ac=(—1)>—-4-1-1=-3<0

Usamos la formula de Bhaskara

—b 4+ Vb? — 4ac k=3

2a 2-1

¢ IR

T2 =

La ecuacion no tiene raices reales, es decir, no tiene solucion en IR.

2.4.2. Soluciones de una ecuacién de segundo grado incompleta.

En la ecuacion de sequndo grado o ecuacion cuadrdtica ax® + bx + ¢ = 0 podemos
distinguir tres términos: el término cuadrdtico ax® , el término lineal bz y el término in-
dependiente ¢ . Por ser de sequndo grado, el término cuadrdtico siempre aparece (a # 0),
pero puede suceder que falte alguno de los otros dos o ambos. En estos casos se dice que

la ecuacion es incompleta.
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e 5ib=0, la ecuacién no tiene término lineal: ax* +c=0, cona # 0 yc # 0.

Se resuelve despejando x:

) c c
x* = —— entonces | x |= ]/ —— entonces
a a

Ejemplo: Resolver la ecuacién 2z — 32 = 0

ST

o

Tg = —4]——

Q

\

29 1 =V 16 =4
z? = 5 entonces | x |=+/16 entonces

23 = —v/16 = —4

e Sic=0, la ecuacién no tiene término independiente: ax® +bx =0, con a # 0 y b # 0.
Para resolver sacamos factor comin x:

z(ax +b) =0

Teniendo en cuenta que el producto de dos o mas factores es cero, cuando al menos uno

de ellos es cero, resulta:

z =0
Si x(ax +b) =0 entonces

ar+b=0
Ejemplo: Resolver la ecuacién x* — 2x = 0
z=0

z? —2x =0 entonces z(x —2) =0 entonces

r—2=0 entonces =2

e S5ib=0 1y c=0 entonces la ecuacién se reduce a: ax® = 0

Para este caso resulta que las soluciones son x1 = 1o =0

2.4.3. Soluciones de una ecuacion de segundo grado factorizada.

Dada la ecuacion cuadrdtica 3z> —6x —9 = 0, es posible expresarla como producto de

factores.
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St nos encontramos con una igualdad como por ejemplo:
3(z—3)(x+1)=0

estamos frente a una ecuacion de sequndo grado donde el primer miembro esta expresado

como producto de 3 factores.

Para que ese producto sea cero es necesario que alguno de sus factores sea cero.

r—3=0 r=3
3r—3)(z+1)=0=1{ o =< 0
r+1=0 r=—1

St aplicamos la propiedad distributiva en el primer miembro de la ecuacion, podemos

obtener la expresion general de la ecuacion cuadrdtica:
3(z—3) oz +1)=3a*+2-32-3)=32*-22-3)=322-6r—-9=0

cuyas raices son exactamente r1 =3 y xo = —1, en efecto:
Analizamos el discriminante A = b? — dac = (—6)* —4-3 - (—9) = 144

Usamos la formula de Bhaskara

6+12
:L'lz =
b+ V2 —dac 6+144 6+ 12 6
x = = = =
b2 2a 2.3 6 612
Z’QZT:—l

En general la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0 se puede expresar como producto de factores

de la siguiente manera:

az® + bz +c = a(z — x1) (7 — 3)

donde a es el coeficiente del término cuadrdtico y x1, xo son las raices de la ecuacion.
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2.5. Ejercitacién

Ejercicio 15 Resolver las siguientes ecuaciones.

a) 2z +5=2 Rta: © = —3
b)2-Bzx—2)—(z+3)=38 Rta: z =3
1

c) 4x—27:—§x Rta: x =6
3r —2

d) $7 =4 Rta: z = 10
3 1N\ 13 ,
2—6x 1+

f — .
) 1 5 Rta: 2 =0
3 [(5—2x 1 [(8—x oy

g)z.( 3 )+4_2 ( 3 > Rta: © = 7
8r—T7 9—3x 5-(2x —3)

h) R —1:x—T Rta: z = 22
) 3x+4d—x=T7+42z Rta: S =10

1
j)6+@x—@—mmw4gzx; +2 Rta: 7 = —1

Ejercicio 16 Resolver los siguientes problemas usando ecuaciones.

1) La suma de tres niimeros consecutivos es 69. ;Cudles son dichos niumeros?

Rta: 22, 23, 2/.

2) El hermano mayor de una familia con tres hermanos tiene 4 anos mds que el seqgundo
y este 3 anos mds que el menor. Si entre todos tienen la edad del padre que tiene
40 anos, ;que edad tiene cada hermano?

Rta: 10, 13, 17.

3) En una caja hay el doble de caramelos de menta que de fresa y el triple de caramelos
de naranja que de menta y fresa juntos. Si en total hay 144 caramelos, scudntos
hay de cada clase?

Rta: Menta:24, Fresa:12 y Naranja:108.
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

Dos numeros pares consecutivos suman 474. ;Cudles son esos numeros? Rta: 236,

238.

En una biblioteca, la tercera parte de los libros son de masica, la cuarta parte del
resto de los libros son de ciencias sociales y 60 libros son de idioma extranjero.
¢ Cudntos libros hay en total en la biblioteca?

Rta: 120.

Una dactilégrafa tiene que hacer un trabajo en varios dias. El primer dia escribe
la mitad, el sequndo dia escribe un tercio de lo que le queda, el tercer dia escribe
un cuarto de lo restante y el cuarto dia termina el trabajo, para lo cual tiene que
escribir 15 paginas. ;Cudntas pdginas tiene el trabajo?

Rta: 60.

El perimetro de un rectangulo es de 46 c¢cm. La altura mide 3 cm mds que la base.
Calcular las longitudes de la base y altura respectivamente.
Rta: Base:10 c¢cm, Altura:13 cm.

Martin gasté $12 de lo que tenia ahorrado en un regalo para su hermano, luego
gastd $3 en golosinas y mds tarde se gand la misma cantidad que tenia ahorrado al
principio en un juego. Despues de todo esto, contd su dinero y tenia $23. ;Cudnto
tenia ahorrado al principio?

Rta: $19.

Hallar un nimero cuyo quintuplo disminuido en 17, sea igual a su triplo aumentado
en 41.
Rta: 29.

Hallar tres nimeros consecutivos de modo que el primero mds 5 veces el sequndo
mas 9 veces el tercero, sea igual a 128.
Rta: 7, &, 9.
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Ejercicio 17 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, usando para cada uno un

método distinto.

. { 2x 4+ 2y =10 S—{(4,1)}

6z — 3y = 21

b) { yos= S={(3.0)}

0 { 4”’:%‘” =1 S={(3.2)}

Ejercicio 18 La suma de dos numeros es 123 y uno es el doble del otro. ;De que nimeros

se trata?
Rta: 41y 82.

Ejercicio 19 En una jugueteria donde se venden bicicletas y triciclos. Juan Pablo dijo
que hay 60 ruedas. Javier agrego que hay 5 bicicletas mas que triciclos. ;Cudntos hay de

que uno?
Rta: bicicletas:15, triciclos:10.

Ejercicio 20 En un bolso hay 40 monedas, todas ellas de $0,25 y $0,50. Si en total hay
$16,50. ;Cudntas monedas de cada valor hay?

Rta: 14 monedas de $0,25 y 26 monedas de $0,50.

Ejercicio 21 Las entradas para una fiesta de estudiantes costaron $80 por persona sola
y $150 por pareja. Si a la fiesta asistieron en total 144 personas y se recaudaron $10.980

por venta de entradas. ;Cudntas parejas y cudntas personas solas asistieron a la fiesta?

Rta: 36 personas solas y 54 parejas.
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Ejercicio 22 Cada una de las siguientes expresiones corresponde a una ecuacion de se-

gundo grado. Para cada una de ellas:
i) Calcular el determinante A.

ii) Determinar si tiene dos raices reales distintas, una raiz real doble o no tiene raices

reales.

iii) En caso de tener raices reales, calcularlas y escribir cada ecuacion en su forma

factorizada a(x — z1)(x — x2).

a) ¥’ +x—2=0

b) 3227 — 20z +3=0

c) 222 —8r +8 =0

d) 322 — 5z +2=0

e) 222 —8x+9=0

f) 62 —4dx+2 =0

g) ¥*+2x+3=0

h) 822 4+ 22 —3 =0

Ejercicio 23 La ecuacién de sequndo grado x* — 3hx + 9h = 0 tiene dos raices reales

1guales.
a) Indicar cudl es el valor de h, sabiendo que las raices son positivas.

b) Calcular las raices de la ecuacion para el valor h hallado en el inciso anterior.

Ejercicio 24 La ecuacién de sequndo grado px® + 10z + p = 0 tiene dos raices reales

1guales.
a) Indicar cudl es el valor de p, sabiendo que las raices son negativas.

b) Calcular las raices de la ecuacion para el valor h hallado en el inciso anterior.
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Ejercicio 25 Resolver las siguientes ecuaciones.

a) 22 —36=0
b) 2 — 3z =0
c) 2 +4=0

d) 222 +8x =0

e) 322 —Tx =0

Ejercicio 26 Resolver las siguientes ecuaciones.

a) 2 +2x(rx —2) —11= —6x + 22+ 1

x+1_$+3
2

c) #* — 622 +8=0

b)

r+2 x4+
2 oz
e) * =922 +20 =0

d)

95
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3. Expresiones Algebraicas.

3.1. [Expresiones algebraicas. Clasificacion.

Una expresién algebraica es una combinacion de nimeros y letras (que represen-
tan nimeros), vinculadas entre si por las operaciones de suma, resta, producto, cociente,
potenciacion y radicacion. Las letras suelen representar cantidades desconocidas y se de-
nominan variables o incognitas.

Para abreviar cuando hablemos de expresiones algebraicas usaremos E.A.

Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas:

x® — 32 + \/Sxﬁ
3+ 2

x3—|—8—3x—‘2y, , (x —5)° + 2z, 3\/5—0—E
z Yy

Podemos distinguir dos tipos basicos de E.A, estas son las E.A irracionales y las E. A
racionales, dentro de estas tultimas vamos a considerar dos subtipos, las E.A racionales
enteras y las fraccionarias.

Resumimos lo anterior en el siguiente esquema:

( .
Irracionales

Expresiones algebraicas < enteras
Racionales

fraccionarias

\
E.A irracionales: Son expresiones algebraicas en las que alguna de las variables aparece
afectada por radicales o exponente fraccionario.
E.A Racionales: Son expresiones algebraicas en las que las variables aparecen afectadas

por sumas, restas, productos, cocientes y potencias. (sin radicales)
E.A enteras: En todas las variable los exponentes son naturales o cero.

E.A fraccionarias: Alguna de las variables forma parte de un divisor o presenta

exponente negativo.



Curso de Ingreso 2019 57

3.2. Expresiones algebraicas enteras.

En lo que sigue de este curso, con el fin de simplicar la notacion, solo consideraremos

expresiones algebraicas en una sola variable, la variable x.

3.2.1. Monomios.

Las expresiones algebraicas enteras de un solo término, se denominan monomios.

Es decir, son expresiones algebraicas formadas por el producto de un niumero real y una
potencia de x con exponente natural o cero. Al numero real en un monomio lo llamaremos
“coeficiente”de dicho monomio.

Los siguientes son ejemplos de monomios: x'°, 327, §x2, V325,

Todo numero real es un monomio donde la variable se encuentra elevada al exponente

0

cero, es decir todo numero r se puede escribir de la forma rx® = r. Ademds el nimero

0, puede ser expresado como 0x™ = 0, para cualquier n natural, a este lo llamaremos el
monomio nulo.

Llamaremos “grado” de un monomio al exponente de la variable x, a excepcion del
monomio nulo al cual no le asignaremos grado.

Ejemplos:
(1) 527, —z7, 22" son monomios de grado 7.
(2) Todo nimero real distinto de cero es un monomio de grado 0.
(3) El monomio 0 no tiene grado.
A los monomios del mismo grado, los llamaremos “monomios semejantes”.
Operaciones con monomios.
e Suma y resta de monomios.

St sumamos dos monomios semejantes, cuyos coeficientes no son opuestos, obtenemos

otro monomio semejante cuyo coeficiente es la suma de los coeficientes:
3zt + 82 = (3 +8)z* = 112"
Si los coeficientes son opuestos, el resultado es el monomio nulo:

62* + (—6)z* =0
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Del mismo modo, si restamos monomios semejantes distintos , obtenemos otro monomsio

semejante cuyo coeficiente es la resta de los coeficientes:

727 — 22 = (7 — 2)2” = 527

Nota: Solo se pueden sumar o restar monomios semejantes.

e Producto y cociente de monomios.
El producto de dos monomios es otro monomio cuyo coeficiente es el producto de los

coeficientes y el grado es la suma de los grados:
7220 = (7-2)2°° = 142°

El cociente de dos monomios es otro monomio (siempre que el grado del monomio divisor
sea menor o igual al grado del monomio dividendo), cuyo coeficiente es el cociente de los

coeficientes y el grado es la resta de los grados:

9 5

92° 8 39 83
$:9x:5x:gx :gx

3.2.2. Polinomios.

Un polinomio es una suma algebraica de monomios.

Las siguientes expresiones son ejemplos de polinomios:
2
4a® — 225 4+ 2, §x3 + 52?2 — 3, 7, 5% — 827, 122°.

Para denotar a los polinomios en la variable x usaremos notaciones como P(x), Q(x),
C(z), R(x), ete.

Es frecuente representar a los polinomios de la siguiente forma:

P(z) = apz™ + ap 12"t + -+ ayx + ag, donde ag, a1, ,a, € Ry a, #0

Diremos que un polinomio expresado en la forma anterior estd ordenado en forma

decreciente y estd completo.

Sea P(x) un polinomio expresado en la forma anterior. Diremos:

(i) ag,ay, - ,a,, son los coeficientes de P(zx).
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(ii) ap es el término independiente o coeficiente constante.
(ili) a, # 0 es el coficiente principal.
(iv) n es el grado de P(x) y corresponde al mayor de los grados de los monomios que
forman P(zx).
3.2.3. Operaciones con polinomios.

e Suma de polinomios.

“La suma de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene sumando los monomios
semejantes”.

Por ejemplo, para sumar los polinomios:

P(z) = —22* +32°> =52+ 1y Q(x) = 62* + 223 — T2 — 4

procedemos como Sigue:
P(x) + Q(x) = (—22* + 322 — 5z + 1) + (62* + 223 — 722 — 4)
(eliminamos parentesis)
= -2z +32% — bz + 1 + 62t + 223 — Ta® — 4
(agrupamos monomios semejantes)
= (—2z* + 62*) + (22%) + (322 — T2?) + (=bz) + (1 — 4)
(sumamos monomios semejantes)
= 4x* + 22% — 422 — 5z — 3
luego P(x) + Q(x) = 4x* + 223 — 42? — 5x — 3
e Resta de polinomios.
“La resta de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene restando los monomios
semejantes”.

Por ejemplo, para restar los polinomios del ejemplo anterior:

procedemos como sigue:
P(z) — Q(z) = (—22* 4+ 32? — 5w + 1) — (62* + 223 — Tz — 4)

(eliminamos parentesis)
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= 2% + 322 -5+ 1 —62* — 22 + T2® + 4
(agrupamos monomios semejantes)
= (—2z* — 62*) + (—223) + (32% 4+ T2?) + (—Hx) + (1 + 4)
(sumamos monomios semejantes)
= —102* — 22% + 1022 = 5z + 5
luego P(z) — Q(x) = —102* — 22% + 102* — bz + 5
¢ Producto de polinomios.
“El producto de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene multiplicando todos
los monomios de uno por todos los monomios del otro”.
Por ejemplo, para multiplicar los polinomios:

P(z) =52 —2r+3y Q(z) =22> —x

procedemos como sigue:
P(z) - Q(z) = (ba?* — 2z + 3) - (22° — x)
(aplicamos propiedad distributiva y regla de los signos)
= (5z? - 22%) — (5a? - x) — 2z - 22%) + 2z - ) + (3- 223) — (3 - x)
(realizamos el producto de monomios)
= 1025 — ba® — 42t + 22 + 62° — 3z
(agrupamos y sumamos monomios semejantes)
= 102° — 4a* + 2® + 227 — 3z
luego P(z) - Q(z) = 102° — 42t + 23 + 22% — 3z

Algunos productos especiales:

e Diferencia de cuadrados:

(x+a) (v —a)=2"—a

e Cuadrado de un binomio:

(r +a)* = 2° + 2za + @




Curso de Ingreso 2019 61

e Cubo de un binomio:

(x £ a)® = 2° + 32%a + 3wa® £ a°

e Algoritmo de la division.
“Dados dos polinomios P(x) y Q(z), con Q(x) no nulo, existen dos tinicos polinomios

C(z) y R(zx), llamados cociente y resto respectivamente de dividir P(x) en Q(z), tal que:

Pz) = Qx) - C(x) + R(x)

donde R(x) es un polinomio nulo o de grado menor que el grado de Q(x)”.

Hacer la division de un polinomio P(x) en otro Q(z), es hallar los polinomios C(z) y
R(x).

En lo que sigue solo nos ocuparemos de divisiones donde el polinomio divisor Q(x) es
de la forma Q(x) =x —a, con a € IR.

Para estos casos existe un algoritmo sencillo para realizar la division, llamado Regla
de Ruffin.

Regla de Ruffini.

Vamos a mostrar el algoritmo con un ejemplo

Consideremos el polinomio P(z) = —5x*> + 2* + 10x — 2 y Q(x) =2 + 3

Antes de comenzar nos asequramos de “completar y ordenar” P(x), en este caso:
P(z) = 2* 4+ 02 — 52 + 10z — 2

(1) Realizamos un arreglo como el siguiente:

(2) Agregamos los coeficientes de P(x) de la siguiente forma:

1 0 -5 10 -2
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(3) Agregamos el “opuesto” del término independiente de Q(x), es decir a = —3:

1 0 -5 10 -2

(4) Realizamos los siguiente pasos:

a) Se baja el primer coeficiente al & renglon,
b) Se multiplica por a=-3 y el resultado se coloca en el 2° renglon,
c) Se suma con el coeficiente correspondiente,

d) Se coloca el resultado en el & renglon.(como indican las flechas)

0 -5 10
I+

-2

-3

— = — =

-3

(5) Se repiten los pasos b), ¢), d), hasta llegar al dltimo coeficiente:

1 0 -5 10 -2

o+ I+ I+
311 3 9 -12 6

1 3 4 -2 4

(6) El dltimo niumero del 3 renglon es el polinomio resto R(x) de la division y los

anteriores son los coeficientes del polinomio cociente C(x). Es decir
C(z) =2 —32° + 4o — 2
R(x) =4
Ademds se verifica el algoritmo de la division: P(z) = Q(x) - C(z) + R(z), esto es:
' +02° —52° + 100 — 2= (v +3) - (z° — 32° + 42 — 2) +4

Comprobarlo.
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Veamos el siguiente ejemplo:
Consideremos la division de P(z) = —42®> + x + 23 +6 en Q(x) =z — 3.

Aplicaremos la regla de Ruffini. Para ello primero ordenamos y completamos P(x)
P(z)=2"—42> + 2 +6

1 4 1 6

3 3 -3 -6
1 -1 -2 0

Por lo tanto
Clz)y=2"-2-2 y R(x)=0

Aplicando el algoritmo de la division:

-4+ +6=(x—-3) (2 —2—2)

En este caso como el resto es cero, hemos podido descomponer el polinomio P(x) como

producto de dos polinomios.
El objetivo principal de esta unidad es poder descomponer, en forma similar a la an-

terior, un polinomio en producto de otros polinomios de menor grado.

3.2.4. Valor nimerico de un polinomio.

Dado un polinomio P(z), y k € IR, se llama valor numérico de P(z) en x = k al
numero real que se obtiene reemplazando toda aparicion de x por el valor k. Esto es:

Si P(z) = apx™ + ap 12" ' + -+ + a1 + ag, entonces el valor numérico de P(x) en
x = k viene dado por: P(k) = a,k"™ + apn_1k™ ' + -+ + a1k + ag

Veamos un ejemplo:

Sea P(x) = x* — 22% — 5z + 6

El valor numérico de P(z) en x =2 es:
P(2)=2"-2.-22-5.24+6=—4
El valor numérico de P(z) en x = 3 es:

P(3)=3"-2-3-5-34+6=0
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3.2.5. Raices de un polinomio.

Un nimero real a es una raiz de un polinomio P(x) si y solo si el valor numérico de

P(z) en x = a es cero. Es decir si P(a) =0

r=a es raiz de P(x) si y solo si P(a)=0

En el ejemplo anterior donde P(z) = x3 — 22® — 5z + 6, resulta que v = 3 es raiz de
P(z) y x =2 no es raiz de P(x), Pues P(3) =0y P(2) #0

En general, para hallar las raices de un polinomio P(x) debemos resolver la ecuacion:

P(z)=0

Lo que en el caso general, no es una tarea sencilla.

3.2.6. Divisibilidad de polinomios.

Diremos que un polinomio P(z) es divisible en el polinomio Q(x) si y solo si el resto

que resulta de dividir P(x) en Q(zx) es nulo.

Notemos que dados dos polinomios P(z) y Q(x), con Q(z) no nulo, aplicando el algorit-
mo de la division, exiten C(x) (cociente) y R(z) (resto) tal que P(x) = Q(z)-C(x)+ R(x).

Luego si P(x) es divisible en Q(x) entonces el resto es nulo, es decir R(x) = 0.

De donde obtenemos que P(x) = Q(x) - C(x).

Cuando hablamos de divisivilidad entre un polinomio P(x) y otro Q(z) estamos intere-
sados en conocer solo el resto de division, el siguiente teorema nos da una forma sencilla
de calcular dicho resto para casos particulares.

Teorema del resto

“El resto de dividir un polinomio P(x) por un polinomio de la forma x — a, es igual

al valor numérico de P(z) en x = a. Esto es, R(x) = P(a).”

En un ejemplo anterior aplicando la regla de Ruffini para dividir el polinomio
P(z) = —52? + ' + 102 — 2 en el polinomio Q(z) = = + 3, habiamos obtenido que el
cociente era C(x) = 23 — 322 + 4x — 2 y el resto R(z) = 4.

A modo de ejemplo usaremos el Teorema del resto en esta division, en este caso Q(x)

es de la forma x — a donde a = —3. Luego R(x) = P(—3), en efecto:

P(z)= -5z +2*+10z —2ya= -3
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P(=3)=—=5-(=3)*+(-3)*+10-(-3)—2
=—-5-94+81-30—-2
=—454+81—-30—-2
=4 = R(z)
A continuacion veremos un criterio muy importante de divisivilidad usando el Teo-
rema del resto y la definicion de raiz de un polinomio.
Criterio de divisivilidad para polinomios de la forma x-a.

“Un nidmero a es raiz de un polinomio P(x) si y solo si P(z) es divisible en x — a.”

Consideremos un polinomio P(x) y otro Q(x) = x — a, aplicando el algoritmo de la

division, tenemos que existen C(x) y R(x) tal que:
P(z) = (z —a)-C(z) + R(x)

Si a es raiz de P(x) entonces P(x) es divisible en x—a, y por definicion de divisivilidad

el resto R(x) = 0. Luego:

Es decir, x — a es un factor de P(x)

Veamos los siguientes ejemplos:

(a) Sea el polinomio P(z) = z*

—x — 6, una raiz de P(x) es 3, pues:
PB)=3-3-6=0
Luego P(z) es divisible en x — 3
y se podrd escribir como P(x) = (x — 3) - C(x)

(b) Sea el polinomio P(x) = z* — 42® — 22> + 122 + 9, una raiz de P(x) es —1, pues:
P(—1) = (=1)* = 4(-1)3 = 2(-1)2 +12(-1) +9=0

Luego P(z) es divisible en x + 1

y se podrd escribir como P(x) = (x+1)-C(x)
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En resumen, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o | P(z) es divisble en © — a

o | el resto de la division R(x) =0

e Pla)=0

e |a es raiz deP(x)

3.2.7. Factorizacion de polinomios.

Hemos comenzado el estudio de los polinomios escribiendolos como suma algebraica
de sus términos; despu€s, cuando teniamos divisiones exactas, los polinomios resultaban

descompuestos en producto de otros polinomios. Esto nos lleva a la siguiente definicion:

“ Factorizar un polinomio es transformarlo en producto de dos o mds polinomios

wrreducibles o primos.”

Un polinomio se dice irreducible o primo si este no se puede descomponer en el

producto de polinomios de menor grado que €l.”

Los polinomios que estudiamos en este curso son polinomios a coeficientes reales, en

este caso los unicos polinomios primos son:
(i) Los polinomios de grado uno con coeficiente principal 1.

(ii) Los polinomios de grado dos que no poseen raices reales.

[{p

Ya hemos visto que si conocemos una raiz “a” de un polinomio P(x) entonces este se
puede escribir de la forma P(x) = (x — a) - C(x). Lo que nos indica la importancia de

conocer las raices de un polinomio para su factorizacion.
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El siguiente Teorema nos asequra la existencia de raices.

Teorema fundamental del Algebra

“Un polinomio P(x) de grado n tiene exactamente n raices”.

Lo que no nos dice, es si estas raices son reales o no. Veamos el siguiente ejemplo:
Consideremos el polinomio P(x) = x? + 1,
Como vimos las raices son los numeros que satisfacen la ecuacion P(x) =0,

es decir 2 + 1 =0, que es una ecuacién cuadrdtica, usando la férmula de Bhaskara

—b+Vb? — 4dac 0%+ +/—4

2a 2 ¢1R

T2 =

Esto nos dice que el polinomio no tiene raices reales, si tiene raices pero estas son
“niimeros complejos”, lo cual no veremos en este curso.
De hecho, este polinomio es un ploinomio primo, pues es de grado dos y no tiene raices

reales. Fsto quiere decir que no se puede factorizar.

Lo que si nos permite asequrar el TFA es lo siguiente:

“Un polinomio P(z) de grado n tiene como mdximo n raices reales”.

Veamos el siguiente ejemplo de factorizacion:

Consideremos el polinomio P(x) = x® +5x* +x + 5

—5 es una raiz de P(x), en efecto:

P(=5)= (=5 +5(-5)?+(-5)+5=0

Luego P(x) es divisible en x + 5 y podemos escribir:

P(z) = (z +5)-C(x), donde C(x) es el cociente de la division de P(x) en x +5
Para hallar C(x) usamos la regla de Ruffini:

1 5 1 5
-9 -5 0 -5
1 01 0

Por lo tanto
Clx)y=2"+1 y R(x)=0
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Ast, hemos podido descomponer a P(x) en producto de polinomios primos.
P(e) = (2 +5) - (s +1)

El siguiente Teorema de fundamental importancia, nos brinda una forma sencilla de

obtener la factorizacion para ciertos polinomios
Teorema de Gauss

Si P(z) es un polinomio de la forma:
P(z) = ap2™ + ap 2™ ' -+ a1 + ag

que tiene n raices reales, ri, 1y, -+ 1, entonces P(x) puede factorizarse como sigue:
Px)=ay, - (x—r1) - (x—12) - (x —1y).

Veamos un ejemplo de factorizacion usando el Teorema de Gauss.
Consideremos el polinomio P(z) = z* — 1522 + 10x + 24

El polinomio P(x) que es de grado 4, tiene 4 raices reales, estas son:
rir=2,19=3,1r3 = —1,r4 = —4, en efecto:

P(2) = (2)* —15(2)2 +10(2) +24 =0

P(3) = (3)* = 15(3)2+10(3) +24 =0

P(—=1) = (=1)* = 15(=1)2+10(=1) + 24 =0

P(—4) = (—4)* —15(—4)2 +10(—4) + 24 =0

Luego, usando el Teorema de Gauss:

Plx)=a, - (x—mr1) (x—719)  (x—1r3) (x —1ry)
En este caso a, =1 y reemplazando el valor de las raices, obtenemos:
Plz)=(x—-2)-(z—=3)-(x+ 1) (z+4)

Lo mostrado anteriormente, nos dice que es fundamental encontrar las raices reales
de un polinomio. Lo que en general no es tarea sencilla.

Ya vimos que hallar las raices de un polinomio P(x) es resolver la ecuacion, P(z) = 0.
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e Factorizacion de polinomios de grado 1.

Consideremos un polinomio P(x) de grado 1, entonces lo podemos escribir como sigue:
P(z) =ax+b, cona,be Ry a+#0
Para hallar las raices, debemos resolver la siguiente ecuacion:
ar+b=0

Que es una ecuacion de primer grado en una variable y cuya solucion, vista en la

unidad anterior es:

b
Tr = ——
a

Es decir el polinomio tiene una raiz r = —g. Luego su factorizacion es:

P(x):a-(Hg)

Ejemplos:
(1) Sea P(x) =3z —9
Hallamos la raiz resolviendo, 3x — 9 =0, esto es x = 3
Luego P(z) = 3(x — 3)

(2) Sea P(x) =2x+7

N~

Hallamos la raiz resolviendo, 2z + 7 =0, esto es x = —

Luego P(z) =2(z + 1)

e Factorizacion de polinomios de grado 2.

Consideremos un polinomio P(x) de grado 2, entonces lo podemos escribir como sique:
P(z) =az* +bxr+c, cona,b,cc Ry a#0
Para hallar las raices, debemos resolver la siguiente ecuacion:

ax’+br+c=0
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Que es una ecuacion cuadrdtica y cuyas soluciones podemos calcularlas usando la

formula de Bhaskara:

—b+ Vb? — 4dac

2a

re =

Se presentan los tres casos siguientes:
(a) r1 y o son raices reales y distintas, luego:
Pz)=a-(x—mr) (x—1r9)
(b) 71 y ro son raices reales e iguales (r1 = ry), luego:
Plx)=a-(x—r))-(x—r)) o Plx)=a-(x—r)?
(c) r1 y ro no son raices reales, entonces P(x) es primo y no se puede factorizar.
Ejemplos:
(1) Sea P(z) =32* -3z —6

Hallamos las raices resolviendo, 3x2 —3x —6 = 0, aplicando la férmula de Bhaskara:

—b+t Vb —dac  3++81 349
2a 6 6

T2 =
de donde obtenemos: r1 =2 yry = —1
Luego P(x) = 3(z — 2)(x + 1)

(2) Sea P(z) = 22* — 20x + 50

Hallamos las raices resolviendo, 2x* — 20x + 50 = 0, aplicando la férmula de
Bhaskara:
—b+ b2 —dac  20£+/0 20£0
T2 = = =
’ 2a 4 4

de donde obtenemos: r1 =r9 =5
Luego P(z) = 2(x —5)(x — 5) o P(z) = 2(x — 5)?

Nos proponemos ahora hallar raices de polinomios de grado mayor o igual a 3, si bien
exiten formulas que permiten resolver ecuaciones de grado 3 y 4, no creemos razonable
incluirlas en este curso. Se dice que las ecuaciones de grado menor que 5 admiten re-
solubilidad por “radicales” porque pueden resolverse mediante formulas que involucran las

operaciones de suma, producto y extraccion de raices.
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El problema de la resolucion general de la ecuacion de grado “n” por radicales ha si-
do de gran importancia en la historia de la Matemdtica. Se puede demostrar que no es
posible obtener una formula general que involucre solamente las operaciones de suma, pro-
ducto y extraccion de raices n-ésimas y que permita calcular las raices de un polinomio de

grado mayor o igual 5. La solucion de este problema se debe a Evaristo Galois (1811-1832)
e Factorizacién de polinomios de grado mayor o igual 3.

Para obtener las raices de polinomios de grado mayor o igual a 3, usaremos un método
por tanteo. Fsto es, localizar por prueba y error las posibles raices.
Si un polinomio P(x) tiene una raiz racional, el siguiente procedimiento (de Gauss)

nos indica como detectarla:
(i) Consideramos un polinomio de grado “n” de la siguiente forma:
P(z) = apa™ + ap 12" 1+ -+ arx + ag

(ii) Hallamos los divisores del término independiente ag y del coeficiente principal a,,

que indicaremos por D(ag) y D(a,) respectivamente.

(iii) El conjunto de posibles raices que denotaremos por P,, estd formado por los cocientes

de todos los divisores de ag por todos los divisores de a,.

(iv) Usando, por ejemplo el Teorema del resto, “chequeamos” cual de estas posibles raices

realmente lo és.

(v) Una vez localizada una raiz, usamos la regla de Ruffini para descomponer P(x) en

producto de polinomios de menor grado.

Nota: Sia, = 1 entonces las posibles raices son los divisores de ag. Esto es P, = D(ag)

A continuacion, veremos un ejemplo del método.

e Consideremos el polinomio P(z) = 2* — 323 — 32* + 11z — 6
Como a, = 1 solo hallamos los divisores de ag = 6
Las posibles raices son P. = D(ag) = D(6) = {£1,+2, £3, £6}

Usando el Teorema del resto, localizamos alguna raiz, probemos con r =1
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R(z) = P(1) = (1)* = 3(1)> = 3(1)2 + 11(1) — 6 = 0, es decir que 1 es raiz
Luego P(z) es divisible en x — 1 y podemos escribir

Plr) = (z —1)-C(x)

Usando la regla de Ruffini, hallamos C(x)

1 -3 -3 11 -6

1 1 -2 -5 6
1 -2 5 6 0

Por lo tanto C(x) = x® — 22° — 5x + 6

Hemos obtenido la siguiente factorizacion parcial:

P(z)=(x—1)-(2* — 22® — bx + 6) (I)

Realizamos el mismo procedimiento para C(z) = x* — 22? — 5z + 6

Las posibles raices son P, = D(ag) = D(6) = {£1,+2,£3,+6}

Usando el Teorema del resto, localizamos otra raiz, probemos con r = —2
R(z) = C(=2) = (=2)3 — 2(=2)?> = 5(=2) + 6 = 0, es decir que —2 es raiz
Luego C(z) es divisible en x 4+ 2 y podemos escribir

Clz)=(x+2) Ci(z)

Usando la regla de Ruffini, hallamos C4(x)

1 -2 -5 6
-2 -2 8 -6
1 4 3 0

Por lo tanto Cy(z) = 2> —4x + 3
Hemos obtenido la siguiente factorizacion parcial:

C(z)=(x+2) (2 — 4z +3) (II)

72
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De (I) y (II) P(z)=(x — 1) - (x +2) - (2* — 4w+ 3) (LII)
Podemos realizar nuevamente el procedimiento para Cy = x? — 4x + 3

Sin embargo Cy es un polinomio de grado dos, por lo tanto podemos usar la formula
de Bhaskara:

—b+ V0> —dac  A4E£V4  4+2

2a 2 2

o=
de donde obtenemos: 1y =3 yro =1
Luego Cy(x) = (x —3) - (x —1) (IV)
Finalmente de (I11) y (IV') obtenemos:

Plx)=(x—-1)-(z+2)-(x—=3)-(xz—1)

3.2.8. Casos especiales de factorizacion.

Factor comun.
El factor comun es el monomio que se forma de con el divisor comun mayor de los
coeficientes del polinomio y la variable elevada al menor de los exponentes.

Ejemplos:
(a) P(x)=122" — 92* + 1523 = 323(4a* — 32 + 5)
(b) Q(x) = 225 — 323 4 bx? = 2?(22> — 3x + 5)
(c) T(x) = 142% + 823 + 6 = 2(7x® + 42° + 3)

Diferencia de cuadrados.
La diferencia de dos cuadrados es igual al producto de la suma por la diferencia de sus

bases.

a? —b* = (a+b)-(a—b)

Ejemplos:
(a) P(x) =2*—-9= (2 + 3)(z — 3)
(b) Q(z) = 2% — 121 = (23 + 11)(2® — 11)

(¢) T(x) = 16x* — 25 = (42* + 5)(42? — 5)
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Trinomio cuadrado perfecto.

Un trinomio cuadrado perfecto se factoriza como el cuadrado de un binomio.

a® + 2ab+b* = (a +b)?

a? —2ab+b* = (a — b)?

Ejemplos:
(a) P(z) =2*+ 10z + 25 = (z + 5)?
(b) Q(z) =2?— 6z +9 = (z — 3)?
(c) T(z) =42 — 4z + 1 = (22 — 1)?

Cuatrinomio cubo perfecto.

Un Cuatrinomio cubo perfecto se factoriza como el cubo de un binomio.

a® + 3a*b + 3ab* + b* = (a + b)*

a® — 3a*b + 3ab* — b* = (a — b)*

Ejemplos:
(a) P(x) = o+ 92* + 27w + 27 = (z + 3)*
(b) Q(z) =2 —62° + 12z — 8 = (v — 2)®

(¢c) T(z) =232 +3x—1=(z—1)3

74
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3.3. Expresiones algebraicas fraccionarias.

Un expresion algebraica fraccionaria, para abreviar E.A.F., es un cociente entre dos

polinomios con Q(x) no nulo.

x
Qx)
3.3.1. Simplificacién de expresiones algebraicas fraccionarias.

Simplificar una expresion algebraica fraccionaria es dividir numerador y denomi-
nador por un mismo polinomio no nulo. Es necesario siempre obtener una forma facto-
rizada de los polinomios que intervienen en la expresion.

Una expresion que no puede simplificarse por carecer de factores comunes a numerador

y denominador se denomina “irreducible”.

Ejemplos: Simplicar las siguientes expresiones algebraicas.
(1) 2?2 — 16
3 + 4a?
Factorizamos numerador y denominador, notemos que el numerador es una dife-

2

rencia de cuadrados: x® — 16 = (z + 4)(z — 4) y en el denominador z* es un factor

comin: z3 + 4x* = x?(x + 4). Luego la expresion (1) puede escribirse como:
(x+4)(x —4)
x?(x +4)

St diwidimos numerador y denominador por x + 4, la expresion se simplifica:

—
(x+4)(x—4) x4
2 (x+4) a2
~——

9x3 — 45
x4 — b

En este caso podemos sacar a 9 como factor comin del numerador: 93 — 45 =
9(x® —5) y en el denominador x es un factor comin: x* — 5z = x(x® —5). Luego la

expresion (2) puede escribirse como:
9(z3 —5)
z(x3 —5)

1 dividi a nomsi -5, 10 implifica:
Si dividimos numerador y denominador por x3 — 5, la expresion se simplifica

3
i

9(x°=5) _
z(@®—5)
——

9
x
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) 22 — 61+ 9
x? =2z —3
En el numerador encontramos un trinomio cuadrado perfecto: x* —6x+9 = (v —3)?
y en el denominador un polinomio de grado dos con raices 3 y —1 entonces:
2?2 —2x — 3 = (x — 3)(x + 1). Ahora podemos escribir la expresién (3) como:
(z —3)
(x —3)(x+ 1)

St dividimos numerador y denominador por x — 3, la expresion se simplifica:

——2
(x —3) -3

(z-3)(z+1) z+1
——

Nota: Es importante tener en cuenta que al simplificar una expresion no obtenemos
una expresion equivalentes. Es decir el valor numérico de estas expresiones no coincide
(en algunos valores).

En la simplificacion de la expresion (1) teniamos:

(x+4)(x—4) x-4
x%(x 4+ 4) x?

el primer miembro no estd definido en x = —4 (donde se anula v +4) y el sequndo si.

En la simplificacion de la expresion (2):

9(z® —5) 9
z(z3—-5) =«

el primer miembro no estd definido en x = /5 (donde se anula 2* —5) y el sequndo

S1.

En la simplificacion de la expresion (3):

(x—3)?  z-3
(z—3)(xz+1) z+1

el primer miembro no estd definido en x =3 (donde se anula x — 3) y el sequndo si.

En general:
St simplificamos una expresion dividiendo numerador y denominador por un polinomio

Q(x) obtenemos otra expresion equivalente “excepto” para los valores de x donde se anula

Qx).
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3.3.2. Operaciones con expresiones algebraicas fraccionarias.

e Multiplicacion y divisién:
Para multiplicar o dividir dos expresiones algebraicas fraccionarias se procede como si

fuesen fracciones numéricas. Esto es:

P(z) M(z) _ P(zx)- M(x)
Q) N(z)  Qz)- N(z)
Pxr) M(z) P(z) N(x) P(r)- N(z)

Nota: Antes de efectuar la operacion es necesario factorizar las expresiones para
poder simplificar el cdlculo. Recordemos que en la multiplicacion se puede simplificar
“cruzado”.

Veamos los siguientes ejemplos:
a4+ 62° +92° 2° — 22 —x4+2

2 —1 x? + 3z N

(a)

Procedemos a factorizar cada uno de los polinomios de las expresiones:
zt + 623 + 922 = 2?(a® + 62+ 9), (Factor comain)
= 2%(z + 3)%, (Trinomio cuadrado perfecto)
2> —1=(x+1)(x—1), (Diferencia de cuadrados)
23 —21 —x+2=(z+1)(z—2)(x—1), (Método de Gauss)
1?2+ 3z = x(x +3), (Factor comin)
Reemplazamos cada polinomio por su forma factorizada:

2?(x + 3)? (x4+ D(z—2)(z—1)

(x+1)(x—1) z(z +3)

Simplificamos y resolvemos:

x(r+3) x—2
1 1

=z(x+3)(z—2)

T2 5p+10
22—16 224+ 4x
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Escribimos la division como una multiplicacion:

r+2 244z

2216 5z +10

Procedemos a factorizar cada uno de los polinomios de las expresiones:
2?2 =16 = (z +4)(x — 4), (Diferencia de cuadrados)

v? + 4z =z(x +4), (Factor comin)

S5z + 10 =5(x +2), (Factor comin)

Reemplazamos cada polinomio por su forma factorizada:

x4+ 2 z(z+4)
(x+4)(z—4) 5x+2)

Simplificamos y resolvemos:
1 x x
r—4 5 5(x—4)

e Adicién y sustraccion:
Para sumar o restar dos expresiones algebraicas fraccionarias se factorizan los deno-

minadores y se procede como si fuesen fracciones numeéricas. FEsto es:

Plx) , M(x)  P(z)-(D(x): Q) £ M(z) - (D(x) : N(z))
Qx) — N(z) D(x)

donde D(z) = m.cm(Q(x), N(z)) (miltiplo comin menor)
Para calcular el m.c.m se multiplican los factores comunes y no comunes con su mayor

exponente.

Veamos los siguientes ejemplos:

23 x+3 5

(@) o+ -

22—1 22420 +1 z-—1

Factorizamos los denominadores:
2> —1=(x+1)(x—1), (Diferencia de cuadrados)

22 +2x+1=(x+1)% (Trinomio cuadrado perfecto)
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Reemplazamos cada denominador por su forma factorizada:

223 n x+3 5
(z+1D(z—-1) (z+1)2 z-1

Hallamos el m.c.m, que en este caso es: (x + 1)*(x — 1)

Resolvemos la suma:

213 T+3 5 2%z +1)+ (x+3)(x—1) -5z +1)°

Gt D@1 (@1 z-1 @+ 12z —1)

Resolvemos el numerador del sequndo miembro:

22" 4+ 22 4 2% + 20 — 3 —52° — 10z — 5
N (x+1)%(x—1)
_2m4—|—2x3—4x2—8m—8

a (x4+1)%(x—1)

x3 43 4x3 + 8x?
+ + =
r+2 dx+8 x2+4x+4

Factorizamos los denominadores:
dr +8 =4(x +2), (Factor comin)
r?+4r+4=(x+2)2 (Trinomio cuadrado perfecto)

Reemplazamos cada denominador por su forma factorizada:

z3 43 423 + 82
+ +
r+2 4z+2)  (v+2)?

Hallamos el m.c.m, que en este caso es: 4(x + 1)

Resolvemos la suma:
x3 N 4 N 4z’ + 82  Aad(x +2) + 4a’ (v + 2) + 4(4a® + 82?)
r+2 4x+2)  (x+2)2 4(x + 2)2

Resolvemos el numerador del sequndo miembro:

4at + 8% + 4ot 4 82° + 162° + 3227
B 4(x 4 2)?

_ 8t 4 3223 4 3222
T

79
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_ 8a?(a® +4a +4)

4(z +2)?

_ 8a?(z 4 2)?

N 4(x + 2)?

= 272

() — Sz B 3 +10x—|—13_—89(:—3—1—1091:—1—13

r+5 x+5 r+5 r+5
_2x+10
oz +5
_ 2(x+5)

=2
Tr+5
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3.4. Ejercitacién

Ejercicio 27 Dados los siguientes polinomios:

(a) P(z) =3z — 2a* + T2 — 2 (b) Q(z) = 3z* -3
(c) R(z) = —5z*+ 32+ (d) S(z) =2%+2
(e) T(x) =a* (f) Ulx) =5+ 2* —a*

(i) Completar y ordenar en forma decreciente.

(ii) Indicar grado, coeficiente principal y termino independiente.

Ejercicio 28 Dados los polinomios:
Plx)=-32"+2+1 y Q(z) = —2° + 3z — 2

(i) Indicar grado, coeficiente principal y termino independiente.

1

(ii) Calcular el valor numérico de P(xz) y Q(z) enx =0, x = -2 y v = 3.

Ejercicio 29 Dados los polinomios:
Px)=a"+22" 32 +522+1, Qa)=4—2*+2*—2 y S(x) =22

Resolver las siguientes operaciones.

(i) P(x) + Qx) = (if) P(x) — Qx) =
(iif) P(x) - S(x) = (iv) P(z) - Qz) =
(v) S(z)- Q) = P(x) = (vi) S(z)* = P(x) =

Ejercicio 30 Usando la regla de Ruffini hallar cociente y resto en las siquientes divi-

siones:

(a) (23 +2x—10): (x —3) (b) (z*+2): (z+1)
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(c) (223 + 2° —122) : (x +2) (d) (#*+2): (z—1)
Verificar el valor del resto usando el Teorema del resto.

Ejercicio 31 Hallar el valor de t para que el polinomio P(x) = x3 + 3x* + tx + 4 sea

divisible por x — 2.
Rta: t=-12

Ejercicio 32 Hallar el valor de k para que el polinomio P(z) = —a® + 2% + kx — 6 sea

divisible por x + 3.

Rta: k=10

Ejercicio 33 Dado el polinomio P(x) = x3 + ax® + bx — 8 y sabiendo que:
(i) —4 es una raiz de P(z) y

(i) el valor numérico de P(z) en x =1 es —10.

Hallar los valores de las constantes a y b.
Rta: a=3, b=-6

Sugerencia: usando las condiciones (i) y (ii) plantear un sistema de ecuaciones lin-
eales en a y b.

Ejercicio 34 Hallar las raices reales de los siguientes polinomios y factorizarlos usando

el Teorema de Gauss:

(a) A(z) =3z —4 (b) B(z) = Tz + 5

(c) C(z) = 622 — 18z (d) D(z) =22 —5

(e) E(x) = 32% + 42% — bz — 2 (f) Fz) = 2% + 2% — 8z — 12
(g) Gla) =2 — 222 — T —4 (h) H(z) = 2° — 1022 + 252

(i) I(z) =2+ 223 — 72> = 8x + 12 (j) J(x) = 2* — 22° — 112% + 122 + 36
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Ejercicio 35 Factorizar los siguientes polinomios:

(a) P(z) =2 + 623 + 922 (b) Q(z) = 2® — 222 — 9z + 18
(c) R(z) = a* — 2522 (d) S(z) = 322 + 62 +3

(e) T(z) = 22" — 222 () U(z)=2*+1

(g) V(z) =322 -2z — 1 (h) W(z) = 2! — 81

Ejercicio 36 Factorizar y simplificar hasta obtener la expresion irreducible:

4% — Az x?—4
e b) —— = —
(2) 20 — 2 ()x2—4x+4
8 — ot xt—16
_— d =
(c) x4 — 23 ()x3—x2+4x—4
203 — 222 + 20 — 2 341
(e) o ) 5= =
T 1 4x 4x?% + 4x

Ejercicio 37 Efectue las operaciones indicadas, factorizando y simplificando cuando sea

posible:

(&) 3r—6 2’+4rx+4  Ax (b) 2?+4 24+1-6

a . . P . p—
T+ 2 6z 2 —4 24 —16 22+6x+9
22 4+2r x+2 r—2 x> —Adxr+4

(©) — : - (d) — 2 4 2
?—x x-—1 3 — bx x4 — 2bx
x 2x x4+ 2 3r—6 x?

(e) -

z—1 m2—1+x2—2x—|—1:

d)

24 3546

Optativo:

Ejercicio 38 (Gentile) Sea a € Q, a # 0. Encontrar un polinomio con coeficientes

racionales de grado 4 y coficiente principal 1, que tenga por raices los valores a, —a,
1 1

p— y —_—.
a a

Sugerencia: Buscar la relacion entre las raices de un polinomio de grado 3 y sus coefi-

cientes. Usando el Teorema de Gauss.
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4. Funciones

4.1. Introduccion

En términos matemadticos, una funcion es una regla que asigna a cada elemento de un
conjunto un unico elemento de otro conjunto. Por ejemplo, al ingresar a la Universidad,
a cada estudiante se le otorga un niumero unico de legajo. Luego, podriamos decir que
“legajo” es una funcion que le asigna a cada alumno un niumero. Otro ejemplo seria
astgnar a cada alumno su mes de cumpleanos, y asi “mes de cuampleanos” es una funcion
del conjunto de alumnos al conjunto meses del ano. El hecho que dos alumnos cumplan
anos en el mismo mes no invalida que sea una funcion, ya que a cada estudiante es
posible asignarle solo un mes de cumpleanos. De este modo, al conjunto de alumnos de
un curso en particular se le asigna uno de los 12 elementos del conjunto “meses del ano”.
Del mismo modo, la funcion “legajo”, a cada estudiante del conjunto “Alumnos de la
facultad” le asigna un unico niumero del conjunto “Numeros de legajo”.

En este capitulo daremos la definicion y ejemplos de funciones en general, pero luego

nos concentraremos particularmente con funciones entre conjuntos de niumeros.

4.2. Funciones

Definimos a las funciones de la siguiente manera:

e Dados dos conjuntos A y B, una funcion de A en B es una regla que asigna a cada

elemento de A un unico elemento de B.

Para indicar que f es una funcion del conjunto A en el conjunto B lo simbolizamos:
f: A — B A cada elemento a de A le corresponde un unico elemento b de B. A este

elemento b lo llamamos imagen de a por f, y lo denotamos f(a) = b.

4.3. Dominio, codominio e imagen
Dada una funcion f: A — B, definimos:
(i) Dom(f) ={a € A: existe b € B tal que f(a) = b} como el dominio de f.
(i1) El conjunto B es el codominio de f.

(i1i) Im(f) ={be€ B : existe a € A tal que f(a) = b} como la imagen de f.
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Ejemplo 1:
Sean A = {primavera, verano, otono, invierno}, B = {meses del ano}
y la funcion h que a cada estacion del ano le asigna el mes en que comienza. Luego:
h(primavera)=septiembre
h(verano)=diciembre
h(otorio)=marzo
h(invierno)=junio
Dom(h)=A, el codominio es B y Im(h) = {septiembre, diciembre, marzo, junio}
Ejemplo 2:
Sea A = {agosto, septiembre, octubre}, B = {30, 31}
Consideramos la funcion g que a cada mes le asigna su cantidad de dias. Luego:
g(agosto)=31
g(septiembre)=30
g(octubre)=31
Dom(g)=A, el codominio es B y Im(g)=B
Notemos que los elementos agosto y octubre tienen la misma imagen, y que cada uno

tiene una unica imagen.

En los casos en que A y B son conjuntos de numeros, es frecuente que la regla que
determina a la funcion pueda ser expresada como una formula o expresion algebraica que
indica cudl es la correspondencia. Por ejemplo, si consideramos la funcion f que a cada

numero le asigna su cuadrado, la regla se puede escribir:

fla) =2

En esta formula, x representa a cualquier elemento de A. Entonces, la imagen de un

numero en particular se obtiene aplicando la formula:

f3)=9 dado que 32=9

f(=3)=9 dado que (—3)2=9
Fd)=1 dado que (p =1
f(v3)=3 dado que (v3)? =3
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Ejemplo 3:

Si f es la funcion que a cada numero natural le asigna su siquiente, tenemos que f es
una funcion de IN en IN (f : IN — IN), y la férmula que define a la funcion f se puede
escribir como:

f)=z+1

Ejemplo 4:
Stg: IR — IR es la funcion que a cada numero le asigna el doble de su cubo, la formula
que define a g es:
g(x) = 22°

En los casos en que la funcion estd definida por una formula, se suele “sobreentender”
que el dominio estd dado por el conjunto de numeros en el que la formula se puede aplicar.
Ejemplo 5:

Consideremos la funcion f que a cada nimero real le asigna su raiz cuadrada positiva:

Como la raiz cuadrada esta definida solo para los nimeros positivos o el 0, entonces

el dominio de f estd dado por:

Dom(f)={zre€R:2z >0}

Ejemplo 6:
Si g es la funcion que a cada nimero le asigna su inverso:
1
x)=—
g(z) =~

g(x) se puede calcular siempre que x sea distinto de 0. Recordemos que el 0 es el inico

numero real que no tiene inverso. Entonces el dominio de g estd dado por:

Dom(g) ={zx € R: x # 0}

4.4. Graficos de funciones

Si f es una funcion de A en B, y A y B son subconjuntos de nimeros, entonces pode-
mos representar a la funcion f con un grdfico en el plano IR x IR. Para ello consideramos
un sistema de ejes coordenados. Denominamos eje x (o eje de las abscisas) al eje

horizontal y eje y (o eje de las ordenadas) al eje vertical, y por cada punto x del
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dominio dibujamos el par (z, f(x)).

e Si A y B son conjuntos de numeros, y f : A — B es una funcion, el grafico de f

estd determinado por todos los puntos del plano de la forma (x, f(x)), con x € A.

Ejemplo 1:
Si f es la funcién determinada por la formula f(x) = z* — x, entonces para encontrar
algunos puntos del grafico elegimos puntos del dominio. Por ejemplo, elegimos -2, -1, 0,

1, % Con una tabla determinamos los puntos:

z | f(z) | (z, f(x))
20 6 | (-2,6)
1| 2 | (-1,2
0| o | (0,0
1] 0 | (1,0
s G

Cuadro 1: Tabla de valores de f

Los wvalores del Cuadro 1 estdn representados en la Figura 1 (a).

En la Figura 1 (b) se han representado muchos mds puntos del grdfico de f. En general
no es facil determinar el grdfico de una funcion con solo marcar algunos puntos, a menos
que tengamos otra informacion sobre la funcion. Por ejemplo, mds adelante veremos que
determinadas funciones, llamadas funciones lineales, tienen un grafico en forma de recta.

Luego con marcar dos puntos, ya conocemos todo el grifico.

14 1y
(~2,6) @ E (~2,6) ®
e - - :
,2) 33 L2 33
b e 24 24
T [ ) I‘l'.l T T g T (00 o) '.;I_n;l Ty
(a) Puntos de la tabla (b) Mds puntos del grafico

Figura 1: Grdfico de la funcion f
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El grdfico de una funcion puede ser una linea curva, una poligonal, una combinacion
de ambas, o puntos aislados. Pero en ningun caso puede haber dos puntos con la misma
coordenada x.

Algunos ejemplos de grdficos de funciones estdn dados en la Figura 2.

(a) (b) (c)

Figura 2: Grdficos de funciones

Notemos que en la Figura 2 (c) el dominio es un conjunto de nimeros{—2,—1,0,1,2,3,4}
que no es un intervalo real, por eso su grdfico es un conjunto de puntos aislados y no una
linea continua.

Veamos como mejorar esta idea. Si en un grafico hay dos puntos con la misma coor-
denada x, entonces no es el grdfico de una funcion. Esto es asi pues si (a,b) y (a,c), con
b # ¢, pertenecieran al grafico de una funcion f tendria que ser f(a) =by f(a) =c, y

esto no es posible pues, por definicion, f le asigna un unico valor a a. (Ver Figura 3)

(a) (b)
Figura 3: Grdficos que no corresponden a funciones

En general, para determinar si un grdfico no corresponde a una funcion. Se trazan
rectas verticales por los puntos x pertenecientes al dominio de la funcion, si alguna de

estas rectas corta en dos o mds puntos al grifico, este no corresponde a una funcion.
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Ejemplo 2:

Consideremos la funcion f :]0,3] — IR dada por:

flx) =2

Entonces el grifico de f son todos los puntos del plano de la forma (x,2), con x € [0, 3].

Algunos de estos puntos son:

3

(07 2)7 (57 2)? (37 2)

y el grdfico es como en la Figura 4:

Figura 4: Grdfico de f(z) =2

Ejemplo 3:

Sea g : IR — IR dada por g(x) = x.

En este caso, no es posible representar a g completamente porque su dominio son todos
los niumeros reales. Pero podemos dar el grdfico de g para un intervalo, por ejemplo, para
[-1,3].

Su grdfico estd conformado por todos los puntos del plano de la forma (x,z), es decir,
que tienen las dos coordenadas iguales. Algunos de los puntos del grdfico son:

(ver Figura 5)
1 1

<_§v _5); (07 O); (27 2)
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Bl
LEIst

Figura 5: Grdfico de g(z) = x

e Interpretaciéon de graficos.

Mds adelante veremos como graficar determinadas funciones, como por ejemplo las
funciones lineales. En estos casos, la formula que define a estas funciones nos da suficiente
informacion para dar un grdfico bastante aproxrimado.

Ahora bien, ;por qué querriamos graficar una funcion? ;Nos aporta alguna informa-
cion importante el grafico o alguna informacion que no se puede hacer evidente sélo con
la formula o regla de asignacion?

La respuesta es que si. A partir del grdafico y sin conocer su formula, podemos deducir
varias propiedades de la funcion. Por ejemplo, el grdfico nos puede dar informacion sobre
el dominio, la imagen, para qué valores en el dominio la funcion es positiva, o negativa,
o mayor que 1, o igual a -2, o cual es el valor mdximo que alcanza la funcion, o el valor
minimo.

Ejemplo 4:

Consideremos el grdfico de una funcion f, como se muestra de la Figura 6 a 10:

Figura 6: Grdfico de f
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St bien no conocemos la formula de la funcion, observando el grdfico podemos deducir

algunas propiedades:

1. El dominio de f: es el conjunto de puntos en el eje x que estan por debajo o
por encima del grifico. (Ver el trazo grueso sobre el eje x en la Figura 7). Ast, el
dominio de f se visualiza sobre el eje x, y en particular x estd en el dominio si

la recta vertical que pasa por x corta al grdfico.

:: 2 ::
- |
N L
[ [
N .
1 ] . — ] 1
D S N H N
HETRNSZCH NI PO
. Nt
o \ |
| 1 W |
| 1 1 |
| 1 1 |
I 1 -z 1 I
| 1 1 |

Figura 7: Dom(f) = [-3,2]

Por ejemplo, en la Figura 7 podemos observar que -2,5 pertenece al dominio de la

funcion, y en cambio 2,5 no pertenece.

2. La imagen de f: Determinar la imagen de una funcion a partir de su formula no
suele ser una tarea sencilla. Pero el grdfico nos permite visualizarlo como aquellos
puntos sobre el eje y tales que si trazamos una recta horizontal ésta corta al grdfico

de la funcion.

St trazamos rectas horizontales por los extremos del grdfico, la imagen de la funcion

quedard encerrada, en el eje y, entre dichas rectas. (Ver Figura 8)
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Figura 8: Im(f) = [—1,5;1, 5]

3. Los valores de x para los cuales f(x) > 0: Para esto observamos las partes del
grafico que corresponden a f(x) > 0, es decir, la sequnda coordenada es positiva o
cero. Los valores que estamos buscando son aquellos x que quedan por debajo de esa

parte del grifico:

Figura 9: {z € R : f(x) > 0}

En la Figura 9, vemos que {x € IR : f(x) >0} =[-3;—1,5] U [-0,5,1].

En caso que quisieramos determinar para qué valores de x se cumple f(x) > 0,
tendremos que excluir los puntos donde la funcidn vale 0. Como f(x) = 0 para
r=-1,52=-0;5byx=1, resulta {z € R: f(z) >0} =[-3,-1,5) U (-0,5,1)

Si ahora queremos ver para qué valores de x se cumple f(x) = 0,5, trazamos la recta
y = 0,5 y marcamos los puntos de interseccion con el grdfico de f. En este caso,
son los puntos (0;0,5) y (—2;0,5). Luego f(x) = 0,5 para x = —2 y para x = 0.
(Ver Figura 10)
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Figura 10: Preimagenes de 0,5

Ejemplo 5:

Consideremos una funcion g con el grdfico de la Figura 11.

Figura 11: Grdfico de la funcion g

En este grafico, la recta vertical x = —% no interseca al grafico de g. FEsto nos indica

que el punto —% no pertenece al dominio de g.

(a) Dominio de g (b) Imagen de g

Figura 12: Dominio e imagen de g
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En la Figura 12 (a) vemos que:

Dom(g) =[-8, ~5) U (~ 3.2

Con respecto a la imagen, recordemos que se visualiza sobre el eje y. En este ejemplo,
observamos que si bien el grdfico queda encerrado entre las rectas y = —2 ey = 2, los

puntos entre —% Y % no pertenecen a la imagen de g. La Figura 12 (b) nos muestra que:

Im(g) =]|—-2,—=)U(-,2
(9)=1-2-3)U (3.2

Por dltimo, si quisiéramos conocer para qué valores de x se cumple que g(x) = —%,
podemos proceder asi: trazamos la recta y = —%, y marcamos todos los puntos de inter-

seccion con el grdfico. En este caso hay un solo punto. La coordenada x de dicho punto

(z = —2) verifica g(—2) = —3.

Figura 13: Preimagen de —%

e Interseccion con el eje x
Los puntos donde la curva intersecta al eje x son de la forma (x,0) y se obtienen
igualando a cero la expresion de la funcion, es decir haciendo f(x) = 0. A los valores de

x para los cuales la funcion se anula se denominan ceros de la funcién. (raices)

e Interseccion con el eje y
El punto donde la curva intersecta al eje y se obtiene haciendo x = 0, siempre que
0 € Dom(f).
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e Crecimiento y decrecimiento de una funcion
Sea f: IR — IR una funcion, (a,b) C IR y x1, 29 € (a,b). Definimos:

o f es creciente: si vy < xo entonces f(x1) < f(x2)

o f es estrictamente creciente: si x1 < xo entonces f(x1) < f(xq)
o f es decreciente: si x1 < xo entonces f(x1) > f(xa)

o f es estrictamente decreciente: si x1 < xo entonces f(x1) > f(x2)

e Maximos y minimos

o Una funcion y = f(x) tiene en x = a un mdximo cuando a su izquierda la funcion

es creciente y a su derecha decreciente.

r=a

crec /\decrcc

e Una funcion y = f(x) tiene en x = a un minimo, si a su izquierda la funcion es

decreciente y a su derecha creciente.

decrec crec
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4.5. Funcion lineal

Denominaremos funcion lineal, a toda funcion f : IR — IR de la forma:
f(xz) =mx +b, donde m,b € IR

La grdfica de la funcion lineal es una recta. El dominio de la funcion lineal es el
conjunto de los nimeros reales IR, y la imagen de esta funcion es IR excepto para el caso

particular f(x) =b, donde la imagen es el conjunto {b}.

4.5.1. Ecuacion explicita de la recta

En la expresion f(x) = ma + b, llamada ecuacion “explicita de la recta”, el valor m
se denomina la pendiente de la recta y estd relacionado con la inclinacion de la misma
del siguiente modo.

Si « es el angulo que forma la recta con el semieje positivo de las abscisas, entonces
la pendiente es la tangente trigonométrica de a: m = tga

St el dngulo o es agudo, su tangente es positiva, y entonces m serd positiva, mientras
que si a es obtuso, la tangente es megativa por lo tanto tendrd pendiente m mnegativa.
Finalmente m = 0 representa a rectas horizontales.

En la expresion f(x) = mx + b, al valor b se le llama ordenada al origen por ser el

valor donde la recta corta el eje de las ordenadas (eje y).

Grdficamente:

m <0
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m =0

Calculo de la pendiente de una recta
Dados dos puntos Py = (x1,y1) y Pa = (22,y2) definimos:
Incremento en x : Ax = 9 — 11

Incremento en y : Ay = ys — 1

A/

La pendiente m de la recta se define como el cociente:

o DY _ 2=y
Ax 19— 1
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4.5.2. Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.

Sean los puntos Py = (x1,11) y Py = (9, y2), la ecuacion de la recta que pasa por ellos

queda determinada por la expresion:

Y= _ -y
r — I To — X1

equivalentemente:

y=L" N a) 4y
To — X1

Ejemplo:
Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (—1,2) y (2,8)
Llamemos P, = (—1,2) y P, = (2,8)
Luego x1 = —1,y1 =2, 20 =2 e yp = 8
Reemplazando en la formula anterior tenemos:
8—2

Y
Realizando los cdlculos necesarios,
y=2x+4

Nota: Si cambiamos la eleccion en el nombre de los puntos obtenemos la misma recta.

(Una vez elegidos, no se deben cambiar)

4.5.3. Ecuacién de la recta conocidos la pendiente y un punto perteneciente

a ella.

Si se conocen las coordenadas de un punto Py = (x1,y1) de la recta y su pendiente m

la ecuacion de la recta que queda determinada es:

y=m(r—2x1)+

Ejemplo:
Sabiendo que una recta pasa por el punto P = (1,—4) y su pendiente es m = 2, hallar

la ecuacion de la recta.
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Reemplazamos en la formula anterior x1 =1, y1 = —4 ym = 2:
y=2x—1)—4
de donde obtenemos,
y=2xr—06
4.5.4. Funcion constante

Una funcion f es constante si para todo x € Dom(f) se verifica f(x) = k , con
k = cte.

Las funciones lineales con pendiente nula son funciones constantes y su ecuacion es:
y=flz)=0

Su grdfica es una recta paralela al eje x. El dngulo de inclinacion de la recta es de (P.
El Dom(f) =R y la Im(f) = {b}

-y

- H

Ademds si b= 0 entonces y = 0, la recta coincide con el eje x.
Las rectas verticales son paralelas al eje y, tienen como ecuacion x =k (k € IR) y no

son funciones.

x=k

- =
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4.5.5. Condiciones de paralelismo y perpendicularidad
Dadas las rectas r1 : y = mixz + by y o 1 y = mox + by, entonces:

(P1) ry || ro siy sblo si my = my

(P2) ry L ry siysdlosimg-mg=—1

La condicion (P1) hace referencia a la condicion de paralelismo y nos asequra que dos
rectas son paralelas siempre y cuando sus pendientes sean iguales.

La condicion (P2) hace referencia a la condicion de perpendicularidad y nos asegura
que dos rectas son perpendiculares siempre y cuando sus pendientes sean inversas y de

51gnos opuestos.

4.6. Funcién cuadratica

Se llama funcion cuadrdtica a toda funcion f definida por una expresion de la forma:
f(z) = ar* +bx + ¢, donde a,b,c€ Ry a#0

La representacion grafica de una funcion cuadrdtica o de sequndo grado es una curva
llamada pardbola.

La expresion y = ax? + bz + ¢ recibe el nombre de ecuacion explicita de la pardbola.

Forma factorizada
Toda funcion cuadrdtica se puede factorizar en funcion de sus raices. (como se estu-
di¢ en el capitulo anterior)

Dada una funcion cuadrdtica:
f(z) =ax® + bz +c
Se puede factorizar usando el Teorema de Gauss como sigue:
f(@) = ale —21)(z — 2,)

Siendo a el coeficiente principal de la funcion. En el caso de que el discriminante sea
tqual a 0 entonces x1 = xo, estamos en presencia de raices dobles, por lo que podemos

escribir:

f(x) = alx —21)?
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Forma canénica
Toda funcion cuadrdtica puede ser expresada mediante el cuadrado de un binomio de

la siguiente manera:
f(l’) = CL(J} - x’u)2 + Yo

Llamada forma candnica. Siendo a el coeficiente principal y el par ordenado (x,,y,)

las coordenadas del vértice de la pardbola.

e Representacion grafica de una funcién cuadratica.

Para realizar la construccion del grdfico de una funcion cuadrdtica dada por
f(z) = ax® + bx + ¢, no es necesario confeccionar una tabla. Solo es suficiente tener en
cuenta las caracteristicas que posee una pardbola: su eje de simetria, su vértice, los
puntos de interseccién con el eje x (si existen) y el punto de interseccién con el

eje y (ordenada al origen).

e Analisis del coeficiente principal a:
St a > 0 entonces la ramas de la pardbola estdn dirigidas hacia arriba,
St a < 0 entonces las ramas de la pardbola estan dirigidas hacia abajo.

e Interseccion con el eje x:
St la pardbola corta al eje x, los puntos de interseccion se hallan haciendo

y= f(z) =0, esto es resolviendo la ecuacién de sequndo grado ax® +bx +c =0

Como ya sabemos se pueden presentar los siguientes casos:

(a) La ecuacion tiene dos raices reales y distintas, en este caso la curva corta al eje

z en dos puntos distintos, (x1,0) y (2,0)

(b) La ecuacion tiene dos raices reales y coincidentes, en este caso la curva corta al

eje x en un solo punto, (x1,0)

(¢) La ecuacion no tiene raices reales, en este caso la curva no corta al eje .

e Interseccion con el eje y:

Este punto se halla haciendo x = 0 en f(x) = ax® + bx + ¢, por lo tanto la curva

corta al eje y en el punto (0,c).
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o

2 L] 2 4
X o -
2 ° 2 S [ u
\ -4 ) o ] 4 ¥

(a) (by (c)

e Coordenadas del vértice, V = (z,,y,) :

Las coordenadas pueden encontrarse por las ecuaciones:

.171+I2
xv:—z

Yy = flx,) = axg + bz, +c

otra forma de encontrar la coordenada x, sin necesidad de hallar previamente las

raices es mediante la ecuacion:

e Eje de simetria:
El eje de simetria es una recta vertical que pasa por el vértice, entonces tendra por

ecuacion:
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4.7.

Ejercitacion

Ejercicio 39 Indicar si los siguientes grdficos representan funciones.

d

\J

v

b)

c)

f)

b

v
o v

hY

v

7N

SR |

Ejercicio 40 Determinar el dominio de las siguientes funciones:

a) f(zr)=2x+7

%+ 3
) ha) =2

x
d) s(x):x2_4

x4+ 2

103
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Ejercicio 41 En la grdfica de la siguiente funcion:
a) Determinar dominio, codominio e imagen.

b) Indicar en que intervalos la funcion es creciente, en cudles decreciente y en cudles

constante.

c) Indicar, si existen, los valores de x donde se alcanza un mdximo o un minimo.

Y./
i i i i
o=+ —F —
N
- T -
vy _ b
b1
S S S T T
T
-t T -
oo
Y
l ] l
—4 —3 21
-+
.
T T =
i _r_ i _ b
Cor 1 1 —d

Ejercicio 42 FEl grafico muestra las ganancias, en pesos, de una heladeria a lo largo de

un ano.
a) ¢Cudles son las variables relacionadas?
b) Indicar los periodos de crecimientos de las ganancias de la heladeria.

c) ;Hubo periodos en que las ganancias se mantuvieron constantes? ;Cudles?
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d) ¢Durante que periodos disminuyeron las ganancias de la heladeria?

e) 4Qué sucedio en el mes de Junio?

f) ¢En qué mes las ganancias alcanzaron su valor mdzimo? ;Y el minimo?

Ganarrcia
5000
T o0
& 00
5000
4000
TN
£ LG

rooo

T 000

=& G

Tiermpo

fr'.r: f.r"q".!:".,]

Ejercicio 43 Dada la grdfica de la siguiente funcion, determinar:

a) El dominio de f.
b) La imagen de f.
¢) Los valores de x donde f(x) <3

d) Los valores de x donde f(x) > 3

e) f(3) y f(=2)
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Ejercicio 44 Representar grdficamente las siguientes funciones lineales, indicando en

cada caso pendiente y ordenada al origen.

a) y =2 e)y=2x+3

b) y=-3x+1 f)y=—3z+2

Q) y=1te1 2) 2z +y—5) =8
rT+2y—06

d) y=—3 h) ——— =4

Ejercicio 45 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py y Py. Graficar.
a) P =(-5,0)y P, =(0,2)
b) PL=(2,-1)y P, =(3,2)
c) Pb=(4,1)y P,=(-2,3)
d) Po=(1,1)y P, =(-2,4)

e) i=(2,-8)y P, =(-17)

Ejercicio 46 Hallar la ecuacion de la recta de pendiente m que pasa por el punto P.

Graficar.
a) m=2, P=(-1,3)

b) m=—3, P=(3,-1)

Ejercicio 47 Dada la recta de ecuacion y = 3x + 1:

a) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a la dada que pasa por el punto

P =(3,-2).
b) Hallar la ecuacion de la recta paralela a la dada que pasa por el punto @ = (—2,1).

c) Graficar las tres rectas en un mismo sistema de ejes cartesianos.
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Ejercicio 48 Dada la recta de ecuacion y = %x + 1:

a) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a la dada que pasa por el punto

P=(6,-3).
b) Encontrar el punto interseccion de ambas rectas.

c) Graficar.

Ejercicio 49 Un plomero tiene la tarifa siguiente: por acudir a reparar, $100 y por cada
hora de trabajo, $50. En este caso mo hay que tener en cuenta el gasto del material

utilizado.
a) sCudnto cuesta una hora de trabajo? ;Y dos horas?

b) Escribir la formula de la funcion que relaciona el costo final de reparacion en pesos

con el numero de horas trabajadas.
¢) Representar grdficamente el costo en funcion del tiempo.

d) El importe ha resultado ser $350. Calcular el tiempo invertido por el plomero.

Ejercicio 50 Por alquilar un auto, una empresa cobra $500 por dia mds un plus de $5

por cada kilometro recorrido.

a) Hallar la funcion que representa el precio abonado por dia en funcidon de los kilomet-

ros recorridos.
b) sCudntos Km se han recorrido si se abonan $6507

¢) ¢Cudnto se abona si se recorren 43 km?
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Ejercicio 51 Dadas las siguientes funciones cuadrdticas:

a) y=a’+2x—3 fHly=2*+2z+1

b) y=(z—1)* -1 gy=(r-2)%+3

c) y=a>—4 h) y=—2? -2z —3
d) y=a>+6x+9 i) y=2(z—4)(r+2)
e) y=—22%+3r+2 Hy=—(x—-1)(z+1)

(i) Indicar cudles estdn en forma polinémica, cudles en forma candnica y cudles en

forma factorizada.

(ii) Encontrar en cada caso: raices (si existen), vertice, eje de simetria, ordenada al

origen.
(111) Escribir la forma factorizada de cada funcion cuadrdtica.
(iv) Representar grdaficamente todas las pardbolas
(v) Indicar dominio e imagen en cada caso.

(vi) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento. ;Para qué valor de x hay

un mazrimo o un minimo?

Ejercicio 52 Completar el cuadro siguiente y graficar.

funcién raices | vértice | eje de simetria | dominio | Imagen
y=22%+ 122 + 16
y = —22% 4+ 42
y =22 —6x+ 10
y =% —8x+ 16
y=a24+1
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Ejercicio 53 Sea f(r) = ax® — 4x — 6:
a) sCudnto debe valer a para que el eje de simetria sea la recta de ecuacion x = 17
b) Representar grdaficamente la funcion y dar dominio e imagen.
¢) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) ¢Para qué valor de x la funcion alcanza su mdzximo o minimo?

Ejercicio 54 Dada la funcién cuadratica y = —x* + x + k-
a) Hallar el valor de k para que la funcion tenga una raiz doble.

b) Con el valor de k encontrado en el inciso anterior, encontar: raices, vértice, eje de

simetria y ordenada al origen.
¢) Representar grdficamente la pardbola.

d) Encontrar intervalos de crecimiento y decrecimiento. Hallar el valor de x donde la

funcion alcanza su mdximo o minimo.

e) Dar dominio e imagen.
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