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1. Unidad 1: Conjuntos numéricos

1.1 Numeros Naturales (N)

Los numeros naturales fueron los primeros que utiliz6 el ser humano para contar objetos. El

conjunto de los nimeros naturales tiene infinitos elementos y se simboliza
N={1,2734,5,....}!

Los puntos suspensivos indican que en N no hay ultimo elemento, pero si existe primer
elemento que es el nimero 1y ademas todo nimero natural, llamémosle x, tiene su nimero

natural consecutivo o siguiente, x + 1.

Al conjunto de los naturales con el cero incluido, se simboliza:
N, = {0,1,2,3,4,5, .....}

Los numeros naturales constituyen un conjunto cerrado para las operaciones de suma y
multiplicacion ya que, al operar con cualquiera de sus elementos, el resultado siempre seréd

un numero natural: 546 =11; 8.5 = 40
No ocurre lo mismo, en cambio, con la resta; por ejemplo 8 - 3 = 5 es un nimero natural,

pero 3-8 no es un ndmero natural; como consecuencia de ello surgen los nimeros

negativos.
1.2 NUmeros Enteros (Z)
Los nimeros enteros abarcan a los numeros naturales, el cero y a los nimeros negativos.
Z={.,-5-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5,..}
Todo namero natural es un numero entero.

Los numeros enteros permiten expresar cantidades negativas como un saldo deudor en una

cuenta bancaria, un afio de la era antes de Cristo, el nimero de una planta del s6tano de un

1 Hacemos uso del abuso del lenguaje al escribir algunos elementos de un conjunto infinito por
comprension.
2 Misma observacion que 1.
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edificio, la representacion de profundidades bajo el nivel del mar, temperaturas bajo cero,

etc.

El conjunto de los nimeros enteros es cerrado para la suma, la resta y el producto; sin

embargo, la division de dos nimeros a : b, o bien, %, (en ambos casos b # 0) no siempre es

un numero entero. Es por ello por lo que surge el conjunto de los nimeros Racionales.
1.3 NUumeros Racionales (Q)

Se llama numeros racional a todo nimero que puede representarse como el cociente de dos

enteros con denominador distinto de cero. Lo representamos con:

Qz{%: a,b €Z;b # 0}

El término «racional» alude a «racion» o «parte de un todo».
Un namero racional es un numero decimal finito o un nimero decimal infinito periddico; por
ejemplo, el numero decimal finito 0,75 es la representacion decimal del numero racional "

y el nimero decimal infinito periédico 0,333... (los puntos ... indican que el 3 se repite

infinitamente), se indica con la expresion 0,3, es la representacion decimal del nimero
. 1
racional —.
3
Luego, un namero es racional si verifica alguna de las siguientes condiciones:

= es un numero entero (positivo, negativo o 0).
= es un nimero fraccionario.
= es un nimero decimal, con un nimero finito de cifras decimales.

= es un numero decimal periddico.
1.4 NUmeros Irracionales (1)

Los nimeros decimales que tienen infinitas cifras no periddicas, o bien, que no pueden

expresarse como fraccion, se denominan numeros irracionales.

Por ejemplo: m; @; V2; V5; etc.
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1.5 Numeros Reales (R)

El conjunto formado por los nimeros irracionales y racionales es el conjunto de los nimeros

reales.

v" Todo numero natural es un nimero real.

v" Todo nUmero entero es un numero real.

v" Todo ntmero racional es un nimero real.
v" Todo namero irracional es un nimero real.
Observacioén:

-> Entre dos niUmeros naturales siempre hay un niamero finito de nimeros naturales entre
ellos.

-> Entre dos nimeros enteros hay un nimero finito de nimeros enteros entre ellos.

- Entre dos nimeros racionales hay infinitos nimeros racionales entre ellos.

- Entre dos numeros reales hay infinitos nimeros reales entre ellos.

Resumiendo

(

( ( N
7 ! Naturales negativos
9
Q 0
R< \
\ Fracciones
I
\

1.6 Representacion grafica de los nimeros reales.

Los numeros reales se representan geométricamente en la recta numeérica, esto es, se indica
sobre una recta un punto fijo O que se llama origen y que corresponde al nimero real cero.

Considerando un segmento unitario como unidad de medida, a la derecha de O se indican los
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puntos que corresponden a los nlimeros reales positivos (R*) y a la izquierda de O los puntos

que corresponden a los nimeros reales negativos (R*). De esta manera, a cada nimero real

le corresponde un unico punto de la recta, y a cada punto de la recta, un Unico namero real.

Para representar graficamente un ndmero fraccionario en la recta numérica, se divide la

unidad en tantas partes como lo indique el denominador de la fraccion y luego se toman tantas

partes de la subdivision como lo indique el numerador. Por ejemplo:

il

-

Megativos

2. Operaciones con nameros reales

2.1 Pasaje de una expresion decimal a fraccion

v

Positivos

Expresiones decimales exactas

El niimero decimal sin la coma

——
1275
1000
w_)
Un uno seguide de tantos

ceros como cifras decimales
tenga el nlimero original.

1,275 =

Expresiones periddicas puras

Nimero decimal Parte

sinlacoma entera
—~ 576 - 5 _ 571
5,76 = 99 = 39
——

Un nueve por cada cifra
decimal periddica

Expresiones periddicas mixtas

El nimero  Parte no periddica
sin la coma (entera y decimal})

== =
7956 - 79 _ 7877
990 990
—
Un nueve por cada cifra
periadica. Un cero por cada cifra
decimal no periadica.

7,956 =

2.2 Sumay Resta de nameros racionales

A) Fracciones de igual denominador

Para sumar (o restar) dos niimeros fraccionarios de igual denominador se procede de la siguiente

: atce
+

o=
Tle

manera:
Ejemplos:
3 9 3+9 12
a) cro=—C—"=T
5 5 5 5

I_.r.ll_,_'.

I_.r.l-\,.:]
Lad
[
b=
|
=y
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B) Fracciones de distinto denominador

Para sumar (o restar) dos niimeros fraccionarios de igual denominador se procede de la siguiente manera:

B - .-+ - -
2+i- (m:b).at(m: d}'b; donde m = m.c.m(b,d)
b d m
Ejemplos:
3 9 33+19 9+9 |18 3 9 33-19 9-9 0
5 15 15 15 15 5 15 15 15 15

2.3 Multiplicacion y division de nimeros racionales

Multiplicacién

Para multiplicar dos nluneros fraccionarios se procede de la siguiente manera:

a.c

c
d bd

ol

En la multiplicacion de fracciones se simplifica cruzado.

Ejemplos: 10
37 3.7 21 ) 93" 94 36 3
3
Division

Para dividir dos niimeros fraccionarios se procede de la siguiente manera:

=4
(=

# |

'™
d

o e
[=p
0

En la division de fracciones se simplifica horizontal.

Ejemplos

]2 5 27 14 b) 16 8 165 &6 10

Jq) = | = " — m — —_— el —_—_m— = — = —
3 7 35 15 3 5 38 24 3
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2.4 Potenciacion y radicacion

Potenciacion

a) De exponente natural:

b) De exponente entero negativo:

[E] :(E] :h—._cunb;tﬂ._,aiﬂ'
b a a"

En particular: I[d]’1 = [l} = Lﬂ cona=0

d a
Eii:mE]us:
3V 32 9 3V 4y 42 16
3] - == h} -_— =| — =— =
4 4= 16 4 3 3 9
Radicacion
ni=£,mnb¢ﬂ
b b

51 n es par entonces E debe ser mayor o igual a cero.

Ejemplos:
(9 Jooo3 g Vs 2
3) —_— e — — h} e — = = e——
25 J25 5 27 iy 3

2.5Propiedades

En simbolos Ejemplos

Propiedad distributiva del producto respecto a la suma

Tx(345) = Tx3+7x5
(a+b)ec=a«c+bec con a,b,ceR

a.(b+c)=a.b+a.c con ab,ceR S5x(9-3)=5x9-5x3
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Propiedad distributiva del cociente respecto a la suma

(a+b):c=a:c+b:c con abceR c=0

(14+20):2=14:2+20: 2

Propiedades de la poten

ciacion

a’=1.cona=z0
1" =1
Potencia de un producto: (a.bf =a®+b"; conpeQ

d

.
Potencia de un cociente (E] = d—;, conpe Q bz0

bF'

Potencias de potencias: (11”}4 =a""; conpyqeQ

m [

Producto de potencias de igual base:a™ «.a" =a
alﬂ

— =1

.dI"

m—p ,

Cociente de potencias de igual base: cona # (0

PR

b : b =b 2= b’

}'I__':},.ﬁ--'.':,*.-lz l
y ) y

5’ = 33— g0 = |
(7-2)

Propiedades de la radicacion

Radicacion de un producto: m = ‘{E"JE

Radicacién de un cociente: Ya:b = "v'; : "v'rl; conbz10

m

Radicacion come potencia de exponente fraccionario: ¥a™ =a"®

V(=27)-125 =¥ =27 -¥/125
J16+0,04 =16 =,0,04

2.6 Extraccioén de factores fuera del radical

Se pueden extraer factores fuera del signo radical cuando el exponente de dichos factores sea

mayor o igual que el indice. Por ejemplo:
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o=

Vvidh =32 -5 + Descomponemos 45 como producto de sus factores primos.

-5 v Aplicamos propiedad distributiva de la radicaciom en el pro-

ducto .
=I-{f’3?- vH — Simplificamos.

Va5 = 35
2.7 Racionalizacion de denominadores

A veces cuando se resuelven célculos o problemas se obtienen fracciones con numeros

3.5 ., . _7
V3’ ¥z’ 3+V2 ' V2-5
transformar estas fracciones en otras equivalentes, pero con denominadores racionales, se

irracionales en los denominadores, como por ejemplo ; etc. Para

usa un procedimiento Ilamado racionalizacion.

Racionalizar un denominador significa transformar una fraccion cuyo denominador es un
namero irracional en otra fraccion igual a la dada cuyo denominador sea racional. Es decir

que racionalizar significa hacer desaparecer del denominador todo signo radical.
Se consideraran los siguientes casos:

(@) El denominador es un radical unico irreducible de indice 2. Por ejemplo
3 - «H‘E

= ——— —+ Se multiplica numerador v denominador de la fraccion

3
V2 VZR

por el mismo radical del denominador.

_P
342 . .
= —— — se opera v simplifica.
A27
3 -4/2 . .
= T » denominador racional.

(b) El denominador es un radical Gnico irreducible de indice distinto de 2. Por ejemplo:

7 7 \"(.h‘)‘_’ Se multiplica numerador y denominador de la fraccién
\/T = \/,(“—;- . \/7)—_,- " por el radical de igual indice que el de su denominador, con igual radicando,

y por exponente elegimos la diferencia entre el indice y exponente inicial

en este caso: »3=2

10
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+ se opera v simplifica.

7422 . )
5 » denominador racional.

,con b # (), se procede

a
{r'.-' fm

En general para racionalizar una fraccion de la forma

COmo s1gue:
.."'.-'hr!—ul ia - ..”.-'lr_}rl—ru a - {:."bu—rrr

a a
i b

S

(c) El denominador es un binomio de la forma+va + vb,0,a + Vb, 0, Va + b.Para

comprender el procedimiento a usar en este caso, se debe tener en cuenta que

(®+9q) - (@—q =p*>—q* conpq € R.Porejemplo

7-(2 —V3) y .y ador v inador
+» Se multiplica numerador v denominador

-
i
*-.,f"ﬁ ]
por el conjugado del denominador.

1) = SLin

S 243 (24V3)- (2
UM -T73

(22 - (M3

U-TV3_ /3

=—3

2.8 Logaritmo
Definimos a la logaritmacion como una operacion entre dos nimeros reales a y b, llamados

base y argumento respectivamente, tales que:
log, b =c siysolosi a“=>b donde a > 0;a+1;b>0
11
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Ejemplos

a) log,8 =3 siysolosi 22=8 b) log2%= —2 siysolosi 272 =§

Propiedades

Propiedad

En simbolos

El logaritmo de 1, en cualquier base, es 0

log,1=0 siysolosi a®=1

El logaritmo de un nimero, en su misma base, es 1

logo,a=1 siysolosi a' =a

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los
logaritmos de los factores, si éstos existen.

log,(x. y) =log, x + log, y
Siendox >0; y>0

El logaritmo de un cociente es igual a la resta de los
logartimos del dividendo y el divisor,

respectivamente, si éstos existen.

X
log, (;) = log, x — log, y

Siendox >0; y>0

El logaritmo de una potencia es igual al exponente

por el logaritmo de la base

log, x¥ = y.log, x

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del

radicando dividido por el indice de la raiz.

1

1 1
logay\/E = log, x¥ = ; dog, x

Cambio de base

Las calculadoras cientificas solo permiten obtener logaritmos decimales y neperianos.

v’ Los Logaritmos decimales son logaritmos en base 10, y se denotan de la siguiente forma:

log1o x = log x, omitiendo la base.

v’ Los logaritmos neperianos o naturales son logaritmos cuya base es el nimero

e = 2,7182 ... y se denota de la siguiente forma: log, x = Inx

Si tuvieramos que calcular logaritmos en otra base, es conveniente realizar cambios de base

de la siguiente manera:

Consideremos el siguiente caso: log, b

Llamamos y al logaritmo que debemos calcular: y = log, b

12
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Aplicamos la definicion de logaritmo: a¥ = b
Aplicamos las propiedades de logaritmos con respecto a la potencia, tenemos:
log.a” = log.b

log: b
log.a

Despejando el valor de la incognita, tenemos: y =
Ejemplo:
log; 4 Utilizando base 10 y aplicando la férmula de cambio de base tenemos:

_log4  0,6020
T log3 T 04771

y =12617
3. Notacion Cientifica

La Notacion Cientifica es un recurso utilizado para representar en forma concisa nimeros
muy grandes o muy pequefios, consistente en expresar cualquier numero real como el
producto entre un numero cuyo valor absoluto es mayor o igual que 1 y menor que 10 y una

potencia de 10.
Por ejemplo:

* La cantidad total de agua que hay en la tierra es de 1.400.000.000.000.000.000.000 litros,

que en notacion cientifica se representa como 1,4 x 102? litros.

* La masa de atomo de hidrogeno es 0,00000000000000000000000166 gramos, que en

notacion cientifica se representa como 1,66 x 10724 gramos.
Un numero positivo esta escrito en notacion cientifica si tiene la forma a x 10™ donde
1 < a < 10y n es un numero entero

Para representar un numero real en notacion cientifica, lo escribimos de manera tal que la
parte entera conste de un solo digito distinto de cero, y como exponente de la potencia 10,
escribimos el nimero correspondiente a la cantidad de lugares que hemos corrido la coma,
que seré positivo si hemos corrido la coma a la izquierda y negativo si la hemos corrido a la

derecha.

13
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Ejemplos:

* Si queremos expresar en notacion cientifica la edad del universo, que se calcula en
15.000.000.000 afios, escribimos este numero tal que la parte entera conste de un solo digito

luego contamos la cantidad de lugares que hemos corrido la coma, en este caso:

15.000.000.000
— Por lo que el exponente de la potencia de 10 sera 10 positivo.

10 | hacia | ' f
ugares hacla la Por lo tanto, la edad del universo es de 1,5 x 10 afios

izquierda

* Por otro lado, el didmetro de un electron que es aproximadamente 0,0000000000001mm.

0'0000000000091 En notacion cientifica es 1 x 10713, Notemos que el exponente es

13 lugares hacia negativo ya que hemos corrido la coma decimal en 13 lugares hacia la
la derecha derecha

3.1 Operaciones con notacion cientifica
Vamos a explicar las operaciones con ejemplos:
% Multiplicacion y Division.
Para resolver multiplicaciones y divisiones usando notacién cientifica, se deben tener en

cuenta las siguientes propiedades:
a™. aP = g™*?P (1)

am™: aqP = q™P (2)

(@a.b).c =a. (b.c)=(a.c).b (3)
a) (3,5 x 1032).(4,27 x 10%°) =
(3,5 . 4,27) x (103% . 10'%) = = | Aplicamos propiedad conmutativa y asociativa (3)
14,945 x 10*7 = = | Multiplicamos y Aplicamos propiedad de potenciacion (1)

1,4945 x 10*® = | Expresamos el resultado usando notacion cientifica

14
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2 ) Asociamos las expresiones decimales y
(2,75 = 6,4) x (10%° : 10%°) = = | asociamos las potencias de base 10

0,4296875 x 1073 = = | Dividimosy Aplicamos propiedad de potenciacion (1)

4,296875 x 107* = Expresamos el resultado usando notacion cientifica

¢+ Adicion y Sustraccion.

a) (2,35x10%3) + (6,43 x 102%°) =
(2,35 x 10%3) + (6,43 x 103 x 1023) = =

(2,35 x 10%3) + (6430 x 10%3) =

reducimos el exponente mas grande, de tal
manera que las potencias de 10 queden iguales

(2,35 + 6430) x 102% = — | Extraemos factor comin 107

(6432,35) x 1023 =

6,43235 x 1026 = | Expresamos el resultado en notacion cientifica

b) (1,23 x 10%) — (4,56 x 107%) =
(1,23 x 10 x 10™%) — (4,56 x 107*) ==

(1230000 x 10™%) — (4,56 x 107%) =

reducimos el exponente mas grande, de tal
manera que las potencias de 10 queden

(1230000 — 4,56) x 10~* == | Extraemos factor comin 10~*

1229995,44 x 107* =

1,22999544 x 10> =

Expresamos el resultado en notacion cientifica

¢) (512 % 1072) — (5,64 x 107°) =
(1,23x 103 x107%) — (564 x1075) ==

(1230 x 1075) — (5,64 x 107%) =

reducimos el exponente mas grande, de tal
manera que las potencias de 10 queden

(1230 — 5,64) x 1075 = = Extraemos factor comtn 107>

15
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122436 x 107° =

1,22999544 x 10* = Expresamos el resultado en notacion cientifica

4.Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero entero a, se indica como |al|, es por definicion igual a a si a

es un numero positivo o cero, e igual al opuesto de a si a es un nimero negativo.

En simbolos
a si a=0
la| = ,
—a si a<o0
Ejemplos
a) Sia=0: 3] =3
b) Sia<0 |[-3]=—-(-3)=3

Puede decirse, también que el valor absoluto o médulo de un nimero a es la distancia al cero,

siendo la distancia un nimero positivo. Para el caso del ejemplo dado:

L S e e

Propiedades de valor absoluto

Para cualquier a, b € R se verifican las siguientes propiedades:

| ) e _lal |
D lal20; i) la.bl=lal. bl i) [ =1 iv) |-al = lal
Ejemplos:
a)|8|=8>0 b)|-2|./8] =2.8 = |(=2). 8] = |-16| = 16

16
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5. Subconjuntos de nameros reales.

5.1 Notacién

A continuacion, presentamos algunos de los simbolos matematicos usados a lo largo de este

apartado, indicando su significado

Relaciones entre conjuntos numeéricos y sus elementos

=  mayor que ¢ no pertenece
= mayor o ignal que I union

<  Imenor que M interseccién

< menor o igual que tal que

€  pertenece ) conjunto vacio

5.2 Intervalos. Tipos de intervalos. Representacion grafica.

Los intervalos son subconjuntos de nimeros reales que se usaran con mucha frecuencia, por
ejemplo, en la descripcion del comportamiento de funciones. Como se forman a partir de
desigualdades, en lugar de usar letras para nombrarlos, usaremos los nimeros que usamos

para definirlos.

Dados dos numeros reales a y b tales que a < b definimos:

Notacidn como
Denominacion Notacidn de Intervalos subconjunto de los Forma grifica
reales
Intervalo abierto (a, b) fxe R/ia<x<bh} —Wf/f.ii—
a
Intervalo cerrado [a, b] ixe R/a=x<hb} _ﬁyf?;ﬁt_
.~
(a, b] IxeR/a<x=b! f’fj/‘:)
Intervalos semiabiertos
[a, b) (xeR/a<x<b! (/7
a b
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{—oc, b) o o AL A AN —
ixeR /x<bj} by
(5. b] xR Ixsy | OIS —
Intervalos infimitos
(a, ) fxeR /x>a} —AA
a
[=. ) eR /xza) | — LIS
i

5.3 Operaciones con intervalos.

Los intervalos son subconjuntos de nimeros reales y las operaciones que se pueden realizar
entre ellos son las operaciones propias entre conjuntos: union, interseccion, diferencia y
complemento. Se opera entre ellos graficamente y luego se expresa simbdlicamente el

conjunto obtenido.
¢+ Unio6n de intervalos AU B

Se representan graficamente ambos conjuntos en la recta numérica y la unién de intervalos

es la seccion de la recta numérica que se encuentra rayada.

Ejemplos
a) A=(=25]; B=[-34) b)A = (-,1); B=[-13]
B A B
r—’“LM r A r,_\H
% - F -1 1 3
AUB ?f-z_s] !

AUB = (—0,3]

« Interseccion de intervalos AN B

Se representan graficamente ambos conjuntos en la recta numérica y la interseccion de
intervalos es laseccion de la recta numérica comun a ambos, que se encuentra doblemente

rayada.

18
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Ejemplos
a) A=(-25]; B = [-34)
S
/'—/%\
3 2 4 5

ANB=(-24)

++ Diferencia entre intervalos A — B

Profesorados de Fisica, Quimica y Tecnologia

b)A = (—o0,1)yB = [-1,3]

A B
s - T ™ !
_\_v_! 3

ArB=[-11)

Se representa graficamente el conjunto A en la recta numeérica, luego se le quita lo rayado

por el conjunto B.
Ejemplos

B.. A
.’J—'}_h\
3 2 4

KN

AB=[45]

X/
L X4

Complemento de un intervalo 4 o A€

b)A = (—=,1)yB = [-1,3]

B

e

NN

A

AB=(-x, 1)

Se representa graficamente el conjunto A en la recta numérica, luego el complemento de A

es la seccionde la recta numérica sin sombrear
Ejemplos
a) A= (—o,1)

A

/—/%

A =[1,+m)

b)A = [-1,3)
A

— VP
1 3

. — [

A = (~m1) [3,00)

19
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6. Trabajo Practico 1

1) Resuelva e indique a qué conjunto numérico pertenece el resultado. Represéntelo en
la recta numérica.

a) 16:(=2)— (=4 +2)+5.(=1) =

b) 8—6:(-3)+4:(-2)—3.(—4) =

c) 5-83=2.(-5-[-(-4)+(-2)+9:(-3)—4+(-3+5)]—-1}
d 18:(=9)—{-[2-5.(-D]+8}-(-7) =

2) Resuelva los siguientes ejercicios, use propiedades, cuando sea posible.

-1
) (-7)7 = 9 l J%Z ¥ J(—;)ﬂ

I O
b) (1-5)72 = DV r——= =
=BT 0)

) 32-273)"1= h) [0,04. 2+ (02)° —.04+0,25: =

d) = i) [4,39 — 1,4+ (297 +0,02)]  : (—05)% +2,62 =

. (1+—) +0,740,25+0,6

— H 4 —

e) .2 = J) - — =
51 V0,7 . \/;—(1—0, 3)72+1,5

3) Resuelva, usando propiedades

) (V2) +(V3) d) V27 — 624 = 0) (VZ-3).(VZ+3) =
) Y0 Q) ST = h (VZ+v3)" =
0 B i i) ¥2.(V2. VB) =
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4) Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique sus
respuestas.
a) Todo nimero entero es natural.

b) Todo nimero natural es un ndmero real.

¢) No existen nimeros enteros que no sean racionales.

d)Va+b #+Va++b

e) Entre dos numeros enteros existe un nimero finito de nimeros enteros.

f) Entre dos nimeros racionales hay un numero finito de nimeros racionales.
g) Algunos nimeros racionales no son enteros.

h) a®. a™ = a®"

i) a®. a™ = a™’

j) Existen numeros irracionales cuyo cuadrado es racional.

K) Entre dos nimeros reales hay infinitos nimeros reales.

5) Calcule aplicando la definicion de logaritmo.

1 1
B)log;9= b)logi9= c)logs2= dlogniy; €lne’= Hin(:)=

6) Resuelva aplicando propiedades de logaritmo

a) log V10 = b)logs 1000 — logs 40 = c)log; 81 + log; 27 d)2.log, 16 —log, 64 =

7) Calcule aplicando cambio de base.

a) logz;2= Db)log,8= ©¢) logzé = d)logs15 =

8) Sabiendo que log3 = 0,47 y log2 = 0,30, aplicando cambio de base y sin utilizar

calculadora, resuelva:

a) log, 6 = Db)log,72 = ©¢) log3% = d) logs 216 =

9) Con laayuda de las propiedades, escriba cada una de las siguientes expresiones como
un solo logaritmo:

a) 2.log,x —log,y = ¢) log, a — log, a? =
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b) 5.log;(3x) + 4 .log; G x)

a) 26000000000000000 =

Modulo de Matematica
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d)Z.G lnx+51ny) =

10) Exprese los siguientes nimeros usando notacion cientifica.

b) 0,0000000000798=

11) Exprese el resultado en notacion cientifica

a)
b)

¢) 269,06 = d) 0,00055 =

Los segundos que hay en un afio bisiesto.

La luz viaja a una velocidad aproximada de 300000 kilometros por segundo y

la distancia de la Tierra al Sol es de 150000000 kilémetros

b.1) Calcular cuénto tiempo tarda la luz del Sol en llegar a la Tierra.

b.2) Calcular utilizando la notacion cientifica la distancia que recorre un haz de luz

en un afno de 365 dias.

c) La distancia de la Tierra al Sol es de 15108 km. Saturno esta a 9,54 veces mas

lejos del Sol que la Tierra, ¢a qué distancia esta Saturno del Sol?

12) Resuelva y exprese el resultado en notacion cientifica.
a) 2,6 x1073.(43x1074)2 -1,1x 107 + (4,3 x 102)3 =

(4,3 x10%)3-5,1x10°

b)

2,6x1011

3000%—-(0,0006)®
(0,0012)3 o

13) Por cada afirmacién indique si es verdadera o falsa. Justifique

Todo nimero real es racional.

Todo nimero natural es entero.

Todo nimero entero es racional.

Todo nimero real es irracional.
Existen mimeros naturales que no son
racionales.

Existen mimeros racionales que no son
enteros.

El inverso de cualguier niimero entero
es un nimero entero,

(h)

El inverso de un miimero natural nunca
es un niimero natural.

El inverso de cualguier racional dis-
tinto de cero es un racional.

El opuesto de cualguier niimero entero
siempre es negativo.

El opuesto de cualguier mimero natu-
ral es un entero negativo.

Los niimeros reales opuestos tienen el
mismao valor absoluto.
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14) Resuelva
a) |100] = b)|-72| = ¢)|10—nr| d)|5. (-2)| = e)|I-6]—|-4l| =
7-12

Dlz—1-12l|= @1-[1-|-1l|= b ‘1—|—5.8. |—§|”= ) [=2] =

12-71

15) Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) El valor absoluto de cualquier nimero es siempre no negativo.
b) Existen nimeros cuyo valor absoluto es —4.
c¢) El valor absoluto de 5es 5 0 —5.

d) Existen solo dos numeros cuyo valor absoluto es 5.

16) Represente en la recta real los siguientes intervalos y exprese como desigualdad.

17) Represente en la recta real cada unos de los siguientes intervalos, describalos por
comprension.

18) Describa por comprension el conjunto que resulta de las siguientes operaciones y
grafiquelos en la recta real. Indique si el conjunto obtenido es un intervalo, y en tal
caso represéntelo usando la notacion de intervalos.

a) [-1,00) N (=3,2); b) (—=,2) U[0,); ¢) (=3,1] N (2,); d) (=2,3]U (—x,1);

e) [_3’ O)C; (_3! 5) - [0: 2)’ {[_3, O) N (_2' 3)}6; (_1' 3)6; [_1' 3]C

19) Exprese la desigualdad con notacion de intervalo y luego grafique el intervalo

correspondiente.

A1<x<2; Db)-5<x<2; ¢C)x=-2 d)x <2
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7.Unidad 2: Algebra y Funciones

7.1 Expresiones Algebraicas.

Las expresiones matematicas en las cuales se combinan numeros, letras y operaciones se

denominan expresiones algebraicas.
Ejemplos: a) 2m+ 3y —4m b) 3x + 2x?

8. Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en las que aparece un valor
desconocido llamado incognita. Resolver una ecuacién significa encontrar el valor de esta
incdgnita, es decir, un valor real que hace verdadera la igualdad. Las ecuaciones pueden no

tener solucion, o bien tener una, varias o infinitas soluciones.
Ejemplos:

a) Resolver la siguiente ecuacion: 2 (x — 2) + %x =7— g (4—x)

1 5 Aplicamos propiedad distributiva del producto respecto
27 3 4 5T = 7T—10+4 Ei' — " delaresta en amhos miembros
'_J_i,. R 3 4 2 T — 5 Dbservemos que en ambos miembros se encuentran las
2 2 mismas expresiones

Encontramos que esta ecuacion es valida para cualquier valor de x € R, asi la solucion es el

conjunto R. Esto se conoce con el nombre de identidad.

b) Resolver la siguiente ecuacién: 3x + 7 = 13

3x+74+(-7) =13+ (—7) ———»  Sumamos (opuesto de 7) 2 ambos miembros de la igualdad
3x=6
1 L3y = ? [ S — Multiplicames per ? {inverso de 3) 2 ambos miembros de Iz izualdad

x =2 Solucion a la ecuacion dada
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.7 x
c) Resolverla ecuauonxT =1
x
=1
x—4
X L . _
(I _ 4) =1 (JC _ 4_] —— Nultiplicamos 2 ambos miembros por (x — 4)
(x—4)
x=x—4

X+ (—I) =x—4+ (—X) E— Sumamos a ambos miembros (—x)

0=—4 *  iAbsurdo!

9. Inecuaciones

En el conjunto de los numeros reales existe una relacion de orden que satisface la ley de
Tricotomia, es decir, dados dos numeros reales ay b, entonces una y sélo una de las

siguientes relaciones es verdadera: a > b;a < b;oa =b
9.1 Propiedades basicas de las desigualdades:

Paraa,by c € R, se cumple siempre:

Nombre de la . .
oropiedad Propiedad Ejemplos
Sia < byb < centonces
Transitividad —-3<0y0<3asi, -3<3
a< C
Monotonia de la Sia < b entonces —4<-2,-4+3<-2+43
suma at+c<b+c —4<-2;-4+(-3)<-2+(-3)
a<byc>0,entonces —3<4;2>0asi(-3).2<4.2
ac < bc
Monotonia del
producto a<byc <0, entonces —3<4;—-2<0asi
ac > bc
(=3).(=2)>4.(—-2)
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Observacion:
Usaremos la notacion a < b para indicar que a es menor o igual que b. Podemos verificar
que las propiedades de transitividad, monotonia para la suma y el producto se siguen

satisfaciendo para el simbolo <.

Una inecuacion es una desigualdad con una o mas incognitas. Resolver una inecuacion
significa encontrar el o los valores de las incdgnitas que, reemplazados en la inecuacion
verifican la desigualdad. Estos valores se Ilaman soluciones. Para ello usaremos las

propiedades antes enunciadas.
Ejemplos:

a) Resolver la siguiente inecuacion 5x + 6 < 3x + 4

Sx+6<3x+4
Sx4+(—3x)+6<3x—3x4+4—»  Sumsmos a ambos lados de lz desizualdad (—3x)
2x+6<4
2x+ 6+ (—6) <4+ (—6) ——» Sumamos aambos lados de la desigualdad (—6)

2x < =2

1 1 Multiplicamos 3 ambos lados de la desigualdad é
2 2x < —2. 3 =

y < —1 s | Esdecir, el conjunto de mimeros reales que son solucién es:

(—w,—-1)={x e R:x = —1}

La representacion grafica del conjunto solucion es:

b) Resolver la siguiente inecuacion: 2x —3 < 6x +5
2x—3 < 6x+5

2x — 3+ (—6x) < 6x+54+(—6x) —» Sumamos a ambos lados de la desigualdad (—6x)
—4x—3<5

—4x—3+3<5+3 —»  Sumamos a ambos lados de 1z desigualdad 3

—4x =2 3
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- . 1
1 ) 1 Multiplicamos 2 ambos lados de la desigualdad por —J como ez un
( 4) (=Hx > 8. ( 4‘) nlimero negativo, debemos invertir la desigualdad

X > 22— | Es decir, el conjunto de nimeros reales que son solucién es:

(-2 m)={xeB:x=>= -2}

-3 = - 4

Nota: De ahora en adelante, al resolver ecuaciones o inecuaciones omitiremos algunos “pasos”.

¢) Resolver la siguiente inecuacién: 5 — 8x < 3 (1 — x) — 5x

5—8x<3(1—x)—5x
5—8x<3—3x—5x

5—8Bx<3—8x
Esta desigualdad es ABSURDA, es decir, la inecuacion no tiene solucidn.

—
5<3 Luego el conjunto sclucidnes 5§ = @

d) Resolver la siguiente inecuacion: 2 (x —4) <1 -2 (1 —x)

2{x—4)=<1-2{1—x)
2x—8<1—-2+2x

2x—8< —142x

Esta desigualdad ex VERDADERA para cualgquier x € R, asi el conjunto
solucitn ez § = R

8 -1—»

9.2 Ecuaciones con valor absoluto.

Para resolver ecuaciones, debemos primero identificar qué propiedades nos seran utiles. Si
no se puede resolver la ecuacion usando propiedades, debemos recurrir a la definicion de
valor absoluto.
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Propiedades de Valor Absoluto

a) Paratodo x € R: |x|] = 0

b) Six € Ry|x|] = 0entonces

x =0

c) Six € R, y € Rentonces

lx -yl = x| Iyl

d) Paratodo x € R: | — x| = |x|

e) Six e R ye Ry+#0
entonces
|x‘ _xl

vl byl

f) Paratodo x € R:

—lx] £ x < |x|

g) Paratodo x € R: |x|?> = x2

h) Sea x una variable real y k un nimero real
positivo entonces:

x| =k o x =ké6 x = -k
i)Sea x una variable real y k un nimero real

positivo entonces:
x| < k & -k <x <k

j) Sea x una variable real y k un nimero real
positivo entonces:

x| > k ©x > kox < —k
k) Sea x una variable real y k un nimero real

positivo entonces:

)Six € R, y € Rentonces

lx + ¥yl < |x| + |yl

Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones usando las propiedades de la tabla anterior ¢

usando la definicién de valor absoluto.

a) [2x—3|=7
2x—3=7 a
2x =10 a
x=25 o]

b) |x — 3] = -3
x—3=-3 ——»

2y —3 = —7 ——» Usando la propiedad (h)

2x = —4

Por lo tanto, el conjunto solucién es

§={-2,5}

Por propiedad (a) esta igualdad es ABSURDA por lo que

5=0
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C) |[x+8 =0

|x + 8] = 0 ———»  Porpropiedad (b)
x+8=0
¥ = —§——  Porlotanto, el conjunto solucién es § = {8}

d |x+3 =5+«

Para resolver esta ecuacion no hay una propiedad que se pueda usar, por lo que usaremos la
definicién de valor absoluto.

x+3 si x+3=20
[x + 3| ={ entonces
—(x+3) si x+3<0

x+3 si x=-3
lx + 3| = Luego
—x—3 Si x < -3

[x + 3| =5+ «x [x + 3] =5+ x
Si x > —3 entonces Si x < —3 entonces
x+3=5+x —-x—3=5+x
—-3-5=x+x
3=5 Absurdo x
—8=2x
Porlotanto S; = @ X =_4

Comox =—4 € (—o0,—-3)
Por lo tanto S, = {—4}

Asi el conjunto soluciéon Sde |x + 3| = 5 + x esS1 U $2,0sea$S = {—4}

9.3 Inecuaciones con valor absoluto con valor absoluto.

Las inecuaciones en las que aparece el valor absoluto pueden expresarse como un par de

inecuaciones del tipo ya visto. En general, si a € R* tenemos:

x| <a & —a<x<a : . 1
(4} ” il

x| >a & x>a ) x<-—a - . :
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Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones
5 1
a) 2x-3+5<1
2 2

2 |x _ E| + 1 <1———> Despejamos el valor absoluto
2 2

2|x-3<1-3

2 2

|x — E| <-:2
2

|x _ E| <1 Aplicamos propiedad (k), i)
< —

1 5 1 . . .
~a <x- > < " E— Despejamos x para ambos miembros de la desigualdad

1 5 1 5
——t+2<x<-4-
4 2 4 2
9 11
S<x<—
4 4

Por lo que la solucién de esta inecuacidn se puede expresar como un intervalo cerrado, esto

9 11 ,en
es, S= [Z; " y se puede  representar  graficamente = como:

11
1

b) %—gﬂ—x|<—1

1

2 .
-3 2-x<-1 ——» Despejamos el valor absoluto

“i2-x<-1-2
3 6

2

2 — x| > — o (— ;) —— Al dividir por un nimero negativo invertimos la desigualdad

2 — x| > Z ——»  Aplicamos propiedad (k), ii)

2—x>- 0 2—x< —-
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1 .
x <- 0 x> —
4 4

Entonces, si representamos las soluciones de ambas inecuaciones resulta:

15
1

|

1
1
}

1 0 1

[
Eaat 4
P

Por lo que:
5= (- ) 6 2= (3 )

. . -4 . - 1 15
Finalmente, el conjunto solucién de la inecuaciones S = S; U S, = (—oo; Z) U (T‘ oo).

1

Cuya representacion gréafica es:

1 0 1 2 3 4

10. Ecuacion cuadratica

Una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma ax? + bx +c =0, a,b,c €

R;, a#0

El valor A= b2 — 4ac se llama discriminante de la ecuacion cuadratica, y nos indica la

cantidad de soluciones que tiene esta ecuacién en el conjunto de los nimeros reales.

o Si A> 0, la ecuacién tiene dos soluciones reales diferentes
o Si A< 0, la ecuacién no tiene soluciones reales.

o Si A= 0, la ecuacién tiene dos soluciones reales idénticas
10.1 Foérmula Resolvente

Existe una formula resolvente, también conocida como férmula de Baskara, que nos permite

resolver las ecuaciones cuadraticas cuando A> 0.

Las soluciones de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 estan dadas por
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—b +Vb? — 4ac —b —Vb?% —4ac
X1 = ; X2 =
2a 2a
) —b+Vb2—-4ac
O bien, x;, X, = —

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion cuadratica x* + 5x — 6 = 0
1° Identificamos los pardmetros a, b, ¢

a=1
{b=5
c=-—6

2° Aplicamos la férmula resolvente

—5+ /52 — 4.1.(—6)

xl,xZ -

2.1
—5++/49
X1,X2 = T
3° Por lo tanto
—5+7 —5-7
X, = > =L X, = > = -6

11. Sistema de ecuaciones Lineales

Un sistema de ecuaciones lineales formado por dos ecuaciones de primer grado con dos
incdgnitas, cada una representa una recta en el plano. Resolver el sistema significa encontrar,

si existe, el conjunto solucion.
ax+by=c
dx+ey=f

Dos rectas en un plano pueden ser incidentes (tienen un punto en comin) o paralelas (no

tienen ningun punto en comUn o son coincidentes)

Los sistemas se clasifican en compatibles e incompatibles, segun tengan o no solucién; los
sistemas compatibles pueden ser determinados o indeterminados, segun tenga una o

infinitas soluciones.
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La representacion grafica de cada caso es:
RECTAS INCIDENTES
Ry N Ry ={(x1, 51 )}
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO

Las rectas R, y R, se intersectan en un punto S,

llamado solucién del sistema.

RECTAS PARALELAS

R,

R2 RlﬂR2=R1=R2

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO

/ Lasrectas R; y R, se intersectan en infinitos puntos,

ya que son coincidentes, por lo que existen infinitas

soluciones para el sistema.

A RECTAS PARALELAS
By R,NR, =0
SISTEMA INCOMPATIBLE
Las rectas R; y R, no se intersectan, son rectas
paralelas, es decir, tienen la misma pendiente. El
/ sistema no tiene soluciones.
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11.1 Meétodos de resolucién de sistemas de dos ecuaciones lineales

Existen distintos métodos de resolucidn para estos sistemas. Depende de cOmo se presentan

para elegir qué método conviene. Veamos algunos de ellos a partir de los siguientes ejemplos.

Método de Igualacion

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales usando el método de igualacion, se despeja

de ambas ecuaciones la misma incognita y luego, se igualan las ecuaciones obtenidas.

Ejemplo:
3 3
2x—2y=5 y=x—-z (@)
1° despejamos “y” de ambas ecuaciones ;
Bx+y=> y=3-3x (b)

2° Igualamos (a) y (b)

3 5 -,
X — i 3x Resolvemos la ecuacién
1
X =3 Reemplazamos el valor de x en (a) o en (b)
Obtenemos > - L_3 - L
= X—- = ——— —_— ——
y 4 y 2 4 y 4
. . 1 1
El conjunto soluciénes S = > T3

Interpretacion Gréafica. Método grafico

El método grafico, nos permite observar lo que se analiza a través del método analitico.

Para realizar la gréfica que representa el sistema de ecuaciones, por ahora, procedemos de la

siguiente manera:

3
y=x-, (@
1° Despejamos “y” de ambas ecuaciones .
y=7-3 ()
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X y Punto
. 3 3 3
2°Para la ecuacion (a) y = x — 2 0 =0——=—= ( — _)
4 Y -3 | \07g
realizamos una tabla de valores 3 1 1
Y 4”4 4
3 7 7
y=-l-2=73 4
X y Punto
3°Para la ecuacion (b) y = %— 3x 0 y = Z —30= > (0’ Z)
realizamos una tabla de valores 5 7 7
1 y==—31=—- (1,——)
4 4 4
_1 5 3.(—1) = 17 < 1 17)
y - 4 '( ) - 4 ) 4
4° Graficamos en el sistema de ejes cartesianos
5
4
(BN’ @
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Método de Sustitucion

Al resolver un sistema de ecuaciones, mediante el método de sustitucion, se debe despejar
una de las variablesen una de las ecuaciones, y luego reeplazarla en la otra ecuacion.

Ejemplo:

2x+4y =2 (a)
1° despejamos “x” en este caso de (a) asi,x =1 — 2y
3x-2y=9 (b)

2° Reeplazamos el valor de x obtenido en la ecuacion (b)

331—-2y)—2y=9 Despejando “y” obtenemos

3 : .
y=-3 Reemplazando el valor de y en cualquiera de las ecuaciones

=1-2 =1 2( 3) _3
= — - = —2.|—- - = —
x y X 2 x=3

. ., . 5 3
3° Finalmente la solucion del sistemaes S = {(E ;= Z)}

Método Grafico

Para resolver el ejemplo anterior mediante el método grafico, se procede de la misma manera

que en el ejemplo anterior.

Método de Reduccion

Al resolver un sistema de ecuaciones mediante el método de reduccion, se igualan los
coeficientes de una de las incognitas en ambas ecuaciones multiplicando los dos miembros
convenientemente, obteniéndose un sistema equivalente al dado, y luego se suman o restan
ambas ecuaciones para eliminarla.

Ejemplo
5x —2y =2 (5x —2y).2=2.2
{ igualamos los coeficientes de “y” asi
2x+4y =8 2x+4y =28
10x —4y =4
{ sumamos las ecuaciones miembro a miembro
2x+4y =28
12x =12 dedonde x=1

Reemplazando el valor de x en cualquiera de las ecuaciones obtenemos el valor de y
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N W

2x+4y=8 > 2.1+4y=8 o> y=

Finalmente, la solucion al sistemaes S = {(1 g)}

Método Grafico

Para resolver el ejemplo anterior mediante el método grafico, se procede de la misma manera

que en el ejemplo (1). Esto es:
1° se despeja la variable y de ambas ecuaciones

2° se contruyen (para ambas ecuaciones) tablas de valores, con un minimo de 3 valores para

X, de esa manera se determinan 3 puntos.
3° En el sistema de ejes cartesianos, se ubican los puntos determinados en el punto anterior.
4° Luego, se unen los puntos, para determinar las rectas.

Método de Determinante o Regla de Cramer

Determinante: El valor del determinante de una matriz cuadrada de orden 2 es la diferencia
entre el producto de los elementos de la diagonal (de izquierda a derecha) y los elementos de

la otra diagonal (de derecha a izquierda). Esto es:

—
_ (%11 Q12 _ %11 Az _
Azxz = (a21 azz) 1Al = |a21 a22| = Q1. A2~ Qg2 A2
® =
Ejemplo
A=|_57 _23|=5 (=3)=2.(=7) = —15+14 = —1

Regla de Cramer: Es un método para resolver, mediante el uso de determinantes, sistema de

ecuaciones cuadrados, es decir, que contengan el mismo numero de ecuaciones que de

incognitas.

El procedimiento, lo explicamos para un sistema de ecuaciones de dos incégnitas como el

que venimos trabajando, pero es aplicable a cualquier sistema de ecuaciones cuadrados n X n

a1 x+ by =c
Para resolver un sistema se deben realizar dos procedimientos
a,x + b,y =c,
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1° Hallar los valores de los siguientes determinantes:

Am a, by DETERMINANTE GENERAL
= —
az b, Se forma con los coeficientes de las incognitas
DETERMINANTE EN x
A= c1 by .
*= e, b, —— | Sereemplaza en A los coeficientes
2 de x por los términos independientes.
DETERMINANTE EN y
a, ¢
A= | al C;| — | Sereemplaza en A los coeficientes de

y por los términos independientes.

2° Calcular los valores de las incognitas

_x '
= 7 YT
Ejemplo
4x —2y =6 4 9
Resuelvan el siguiente sistema A= |_2 6 | =24 — 4 = 20;
—2x + 6y =2
16 =2| _ _ _ 14 6] _ _
Ax—|2 6|—36+4—40 a,=|7, 2|_8+12_20
40 20
x_ﬁ_z ; y—ﬁ—lentonces S={2,1)}

La clasificacidn de un sistema se establece de acuerdo con los valores de los determinantes.

Sistema compatible | Sistema compatible Sistema incompatible
determinado indeterminado
A# 0 A=A,=A,=0 A= 0y A # 0,A,# 0

12. Funciones.

12.1 Funcidn

Sean A'y B dos conjuntos. Una funcion f de A en B, que indicamos f : A — B, esuna
correspondencia que a cada elemento de A le asigna uno y sélo un elemento de B. El
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conjunto A se llama dominio de la funcion, y el conjunto formado por los elementos de B
que se relacionan con algin elemento de A se llama imagen de la funcion.

Los siguientes diagramas de Venn representan tres correspondencias distintas entre dos
conjuntos Ay B.

(b)

v En el esquema (a) la relacion es una funcién f: A —» B con dominio A = Dom(f) =
{1,2,3,4} e imagen Im(f) = {a,b,c}. En este caso la imagen de la funcién no
coincide con el conjunto B.

v En el esquema (b) no tenemos una funcion f: A — B ya que hay un elemento en A,
en numero 5, al que no le corresponde ningln elemento de B.

v El esquema (c) no es una funcién porque al elemento 1 € A le corresponde dos

elementos en B.
12.2 Funciones de una variable real

Se llama funcion real de una variable real a cualquier aplicacion f: D — R, D € R, que hace
corresponder a cada x € D uno y solo un valor f(x) € R. Estas funciones suelen
representarse de la forma y = f(x) donde x se llama variable independiente e y se llama
variable dependiente.

Por lo general expresamos estas funciones mediante una formula. Asi, el dominio de una
funcion f es el conjunto D < R formado por todos los valores x € R en los que la funcion f

esta definida, es decir, los valores para los que la funcion tiene sentido.
La imagen de una funcion f es el conjunto definido por Im f = {f(x) € R:x € D}.

Para conocer el valor de una funcion f en un punto x, € Dom f, reemplazamos dicho valor

en la formula que la define.

Ejemplo:Sixo=-2 - f(x)=1-x? > f(-2)=1-(-2)?=-3
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13. Funcidn Lineal y Representacion grafica.

Una funcion lineal es una funcién f: R — R definidapor f(x) = ax+b; a#0; a,b € R.
Cuya representacion gréafica es una recta de ecuacion y = ax + b;a # 0

+ El valor a es la pendiente de la recta y determina la inclinacién de esta. Puede ocurrir
que:
e a > 0 entonces la funcion lineal es creciente.
e a < 0 entonces la funcion lineal es decreciente.
e Si a =0 entonces la funcion no es lineal y recibe el nombre de funcion
constante.
+ El valor b de la ecuacion de la recta es la ordenada al origen y nos indica la ordenada del
punto en que la recta intersecta al eje y. Observemos que el valor de b resulta de calcular
el valor de la funcionen x, = 0 estoes b = f(0).

+ Asi el punto interseccién de una recta con el eje y tiene coordenadas (0, b)

Interpretacion gréafica

A continuacion, se presenta la representacion grafica de la funcion lineal

13.1 Ecuacion de la recta a partir de dos datos

En algunos cosos no contamos con la ecuacion de la recta, pero podemos deducirla a partir

de distintos datos conocidos. En particular, tenemos las siguientes situaciones:

1) Conocemos la pendiente a 'y un punto (x,,y,) que pertenece a la recta. En este caso la
ecuacion de larectaesy = a(x — xy) + yo

2) Conocemos dos puntos (x,, o) Y (x1,¥1) que pertenecen a la recta. Podemos calcular la

Y1—Yo

pendiente de la recta como a =
X1—Xo
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Con la pendiente y los puntos de la recta, de acuerdo con el inciso anterior, la ecuacion resulta

y=alx—x9) +yo0y =alx—x;)+y;.

Observemos que la formula de pendiente dada es igual al cociente del desplazamiento vertical
(en la coordenada y) sobre el desplazamiento horizontal (en la coordenada x) entre dos

puntos de una recta.

Yo

y=axr+h

1 — U - h — Yo Yo — i

== =0 =—=-—=<0

I In - Ty Iy - i | Ip
Ejemplo:

En algunos paises la temperatura se mide en grados Fahrenheit (°F). En esta unidad de
medida el agua se congela a 32°F y el punto de ebullicidn se alcanza a los 212°F. Sabiendo
que la relacion entre °F y °C es lineal ¢(Cudl es la formula que expresa la temperatura en
grados Celsius en funcion de la temperatura dada en Fahrenheit? Haciendo uso de la relacién

encontrada responder:

1) ¢Cual es la temperatura en grados Celsius que corresponde a 51,26°F?

2) ¢Cuél es la temperatura en grados Fahrenheit que corresponde a 18°C?

Solucion: Empecemos estableciendo que vamos a llamar y a la temperatura dada en grados
Celsius y x a la temperatura dada en grados Fahrenheit. Buscamos entonces una funcion

lineal de la forma f(x) = ax + b cuya recta tiene por ecuacion y = ax + b.

Para determinar los valores de ay b debemos utilizar los datos proporcionados por el
problema. De esta forma conocemos dos puntos que pertenecen al grafico de la funcion lineal

buscada

P, = (32,0), P, =(212,100)
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Utilizando la férmula para la pendiente tenemos

100 =10 D

“Tomom o

Calculamos b reemplazando Py en la ecuacion de la recta
5 b 1610
y=-z+b = 0==-3240 = b=-——.
' 9 9 9
Luego la funcion lineal buscada es
5 160
y=flr)=-w

9" o

Para responder a las preguntas planteadas simplemente reemplazamos el valor dado en la
férmula encontrada.

1. Laincdgnita es el valor en grados Celsius, e3s decir el valor de y. Reemplazamos entonces

5_. 160  256,3 — 160 _
y=-56,26—- — = —"—"— =10,T.
g 0 9
Es decir que 51, 26° F equivalen a 10, 7°C.
2. En este caso, el valor buscado es el de la variable x.
5 160 o160y 5
]_?\=ﬁ_? T — r =18+ T : G = bd. 4.

Es decir que 18°C equivalen a 64, 4°F.
13.2 Rectas Paralelas y Perpendiculares.

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente. Si ademés tienen la misma ordenada

al origen las rectas son coincidentes.

Dos rectas, de pendientes a4, a, no nulas, son perpendiculares si a; . a, = —1, es decir, si

. . . 1
el valor de una pendiente es el opuesto e inverso del valor de la otra pendiente, a, = — —
1

Ejemplo

Veamos como encontrar la ecuacién de la recta que corta al eje de las abscisasen x = -2y

es perpendicular alarecta 2x —3y +1 = 0.

Para encontrar la pendiente de la recta dada debemos despejar la variable y

G| b
-..'.-l -

2r —3y+1=0 = Jy=2r+1 — y=--x

42



Ingreso Mddulo de Matematica Profesorados de Fisica, Quimica y Tecnologia

Por lo que la pendiente es a = — % Ademas, la recta corta al eje de las abscisas en x = 2 lo
que significa que la recta pasa por el punto (—2,0).

(2 —(~2))+0= E“, 3.

b

Asi, la recta buscada es: y=

i i=iEp i

[y

=N\

14. Funcion Cuadratica

Las funciones cuadraticas modelan gran parte de situaciones del mundo fisico. El estudio de
éstas resulta de interés no s6lo en Matematica sino también en algunas disciplinas como

Fisica, Economia, Biologia, ingenieria, etc.

Son utiles para describir: trayectoria de proyectiles, ganancias y costos en empresas,

variaciones de poblacién, efectos nutricionales de los organismos, Optica, etc.
14.1  Definicion:
Una funcion cuadrética es una funcion f : R — R cuya expresion es
f(x) =ax?+bx+c, ab,c ER, a+0

El grafico de una funcion cuadratica es una parabola de ecuacion y = ax? + bx + ¢, donde

se distingue:

-> Vértice, que notaremos con V = (x,,, y,,)
- Eje de simetria de ecuacion x = x,,

—> Concavidad, indicada segun el signo de a, esto es:
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e coOncava hacia arriba, si a > 0;

e concava hacia arriba, si a < 0;

Profesorados de Fisica, Quimica y Tecnologia

- Raices, si la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 tiene solucién, la interseccion con el

eje x son los puntos (x4, 0), (x5, 0)

u

f(x) = ax? + bx + ¢ | S

Ejemplos

a es coeficiente del término cuadratico,
y dependiendo de su signo es su
concavidad

b, es el coeficiente del término lineal y
dependiendo de su signo sera el
corrimiento horizontal de la parabola

c, es el término independiente que
coincide con la ordenada al origen vy

sefiala la ordenada del punto inteseccion
de la pardbola con el eje ¥

a) f(x) =2x2-3x+2 b)g(t) =3t>+5 ) h(x) = 6x? d) k(j) = 155 — j?

14.2  Expresiones de la Funcién Cuadratica

La funcion cuadratica puede estar expresada en tres formas, segin los elementos de la

parabola que representa a la funcién. Esto es:

Forma

Polindmica

Candnica

Expresion Parametros
flx)=ax®+bx+c a,b,e
flix)=alx— xu)2 + W O Xy Vo

Factarizada

flx) =alx —x)(x — x3) a,x;, X;
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14.3  Dominio e Imagen de una funcion Cuadratica

El dominio de la funcion cuadratica estd formado por todos los nimeros reales porque

podemos evaluar la funcidn en cualquiera de esos valores Dom (f) = R.
En el caso de la Imagen de una funcion cuadrética podemos determinar que:

e Si la funcién cuadréatica es concava hacia arriba entonces Im(f) = [y,, )

e Sila funcion cuadratica es concava hacia abajo entonces Im(f) = (—oo, y,]

Ejemplo:

Dom(f)=R

Im(f) =[-2,:)

14.4  Grafica de la funcién cuadratica

En la grafica es importante reconocer elementos que son de gran utilidad para la

representacion de la funcidn, como los puntos de interseccién con los ejes coordenados:

a) Eje de Simetria x = x,, : Toda funcién cuadrética tiene un eje de simetria. Este eje es
paralelo al eje y o coincide con el mismo. La ecuacidn de la recta que incluye al eje de

simetria es:

b
2a

b) Vértice V = (x,, y,,): Es el Gnico punto de la funcién que es simétrico consigo mismo

X=X, =

con respecto al eje de simetria. Las coordenadas del vértice son:

b b
V=(x,y)dedonde x,=-> 'y y=Ff (_ Z)
¢) Ordenada al origen P = (0, c): El punto interseccion de la parabola y el eje y, cuyas

coordenadas son: el término independiente ¢ como ordenada y abscisa nula.
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d) Raices x;, x,: Para calcular las coordenadas del o los puntos interseccion de la curva

con el eje X, se debe resolver la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0. La cantidad de raices

depende del valor de A

N

p Ordenada al origen - Interseccion con el eje v; (0, ¢)

Ll

b

Eje de simetriax = x, = -3
T

> Vértice V = (x,, )

p Raices - Interseccion con el eje x; (xy, 0), (x4, 0)

14.5 Problemas aplicados a la funcion cuadratica

Mostraremos a continuacién un problema de aplicacién de la funcion cuadratica.

Ejemplo:
Si se lanza la pelota hacia arriba con una velocidad de 40 pies/s, su altura (en pies) después
de t segundos esta dada por h(t) = 40t — 16t

a) ¢Cudl es la altura maxima alcanzada por la pelota?

b) ¢Cuéndo alcanza la altura méxima?

c) ¢Cuéanto tarda la pelota en llegar al piso?
d) ¢Cuénto tarda en alcanzar una altura de 20 pies?

Solucién: Es conveniente (siempre que se pueda) realizar la grafica de la funcion, en este

caso debemos graficar h(t)
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* Coeficiente del término cuadratico: -16 (las ramas de la parabola van
hacia abajo).

+ Ceros o raices: - 16t° + 40t = 0 gue resolviendo dan: x, = 0, x =3

- Coordenadas del vértice: V(x ; \,r_] 2

" Za 2.(-6) 4
- Ordenada al origen: h (0) = 40 . 0-16.0° =0

x=-B__-40 _5 v _ 16 (3p+40. 5-25 5 v(3, 25
- 3 3 3

P Lad
(] =
o]

=
o

Altura, h (pies)

0 025 05 07 1 125 15 175 2 2,25 25 2,75
Tiempo, t (s)

=

El grafico describe la altura de la pelota en funcion del tiempo. Podemos observar que la
pelota alcanza su altura maxima, y,, (25 pies) a los 1,25 s (x,); y cae al piso a l0s 2,5 s

(cero o raiz).

También podemos calcular el tiempo necesario para alcanzar una altura determinada,

planteando la ecuacion:

20=-16t"+40t 2 D=-16t"+40t-20

x = -40140? -4 (-16) (-20) = 40 320 & x 069 x =18
: 2. (16) T32 ‘

Entonces las respuestas son:

a) Laaltura maxima alcanzada por la pelota es de 25 pies.

b) Alcanza la altura maxima a los 1,25 segundos.

c) La pelotatarde en llegar al piso 2,5 segundos.

d) La pelota tarda en alcanzar 20 pies de altura 0,69 y 1,8 segundos aproximadamente.
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15. Trabajo Préactico 2
1) Determinar si x = 2 es 0 no solucion de las siguientes ecuaciones:
a) —7x = 8x — 30 b)§b+%b=7 C)%y=§y—% d)—+—=%+3

2) Relacionar uniendo con flechas.

La suma del duplo de un nimero y el triplo de otro es 10

La diferencia de dos nimeros es 30 x-y=30
El duplo de la suma de dos nimeros es 20 X+ 2y=20
El costo de 2 kg de azicar y 3 kg de yerba es 10 pesos 2x+3y=0
Ana y Esther compraron 10 pesos en chocolate 2({x+y)=20

El duplo de un nimero sumado a ofro es 20

3) Resolver las siguientes ecuaciones:

a)8x-(4+2x)=-52 e‘.E'x _2x—3_2x+2+ 2 x
h]E[x'”+i=3 x-1 -2 Xx-2  x-Z
3 ; f2(3x-1)+5=1-3(4-2x)

2,3 4_, | | |
O+t 7= g3X+4x  2x-4X _ 4x42  3¥-6

2.1 3-x x-3  1-2x

d]2[3-x]+5x-11=x-4+2fx-%]

4) Resolver las siguientes inecuaciones, graficar el conjunto solucién y expresar
usando la nocién de intervalo.

Q) x+1<2 e)—2z+12>3z+z

b) 4—-2x>x+4 f)2a+12<3a+8

c) 3x—2<2(6—5x) g)—3(n—2)—m=3-2n
d) S-x+-(@+1)>1-2x h) -3y +3 > —4

5) Resolver las siguientes inecuaciones con valor absoluto. Graficar el conjunto solucion y
expresar usando la nocién de intervalo.

2= dx ) T

(a) | < 2, (¢) 1—11 | < %

(b) 3|2z — 5| -1 <8, (d) 1—2)z—3|<5.
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6) Calcular los valores de r para los que el area del circulo es menor que el area del

triangulo de las siguientes figuras

7) Resolver

a) La temperatura en la escala Fahrenheit y Celsius estan relacionadas por la formula
C = Z(F — 32) (A qué temperatura Fahrenheit correspondera una temperatura en

escala centigrada que se encuentra entre 27°C y 40°C?
b) El indice de Masa Corporal (IMC) es la razon entre la masa corporal y el cuadrado

de la estatura de una persona. Diversos estudios realizados han concluido que el grupo

mas saludable corresponde a un IMC comprendido entre 20 kg/m2 y 25 kg/le

Si una persona mide 1,5 metros, para ser considerada saludable su masa corporal en

kg debera estar comprendida entre:

i. 30 v 37.5. iii. 40 v 50, v. 45y !
ii. 30 v 56,25, iv. 45 y 56, 25,

0.

-

8) Resolver, graficar y clasificar los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

(a) r—Jdy = 1, () 2r = 3y-—1,
S 2r + by = 4, ' lr = b6y + 2,

_ r+y—1 = 0, . 2y+21r) = —2y-12).

(b) i (e

lr+ 2y = 6, ly +3dx = 1,

T — 9. 2r+4 = 3y,
ORI (£) - -
' QAy+r) = T—y+0, Oy = 12 — fz.

y = a(3ax — 1),
9) Determinar a € R de modo tal que el sistema sea:
a+y=3x

a) Incompatible b) Compatible Determinado  ¢) Compatible Indeterminado
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10) Encontrar, si existen, las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas
(a) 2r+3 - 22 =0, (c) 32% =12(x - 1).
(b) 22 — x4+ 6 =0, (d) 2z 4 Er F1l==x(z—2).
11) Calcular el perimetro de las figuras sabiendo que el area de cada una es igual a 14 cm?

a. X+5am C.

X=1am

12) Determinar pendiente y ordenada al origen de las siguientes funciones lineales y
representar graficamente.

(a) flz) =3z +1, (c) flx) = —dx,
(b) flz)=

[

T+ 2, (d) f(z)=—1.

13) Leer y resolver
a) Una empresa de catering ofrece un servicio que tiene un costo fijo de $12500 mas
$1700 por persona. El sal6n tiene capacidad para 180 personas.
i) Encontrar una funcion que establezca el costo del servicio en funcion de la
cantidad de personas.
ii) ¢Cual es el dominio de esta funcién? Dar una representacion grafica.
iii) ¢Cual es el costo del servicio si asisten al evento 85 personas?
iv) Si el costo de un evento fue de $213100 ¢ cuantas personas asistieron?
V) ¢Es posible que el costo de un evento haya sido de $250000?
b) Una poblacion inicial de 100 bacterias crece a medida que transcurre el tiempo (medido en
horas). Después de 2 horas la poblacién de bacterias se duplicé.
i) Hallar una funcion que indique el tamafio de la poblacion en funcidon del tiempo.

ii) ¢Qué cantidad de bacterias hay después de 15 horas?

iii) ¢ Cuéntas horas deben transcurrir para que la poblacion sea de 3600 bacterias?
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14) En cada caso, hallar la ecuacion de la recta que:
a) Tiene pendiente 2 y ordenada al origen —3.
b) Pasa por los puntos P = (—=2,1) y Q = (—1,7).
c) Es paralela alarectax + 4y + 8 = 0y pasa por el punto Q = (6, —2).
d) Es perpendicular a la recta 2x + 3y = 4 y pasa por el origen de coordenadas.

15) Leer y resolver

Un fabricante encuentra que la ganancia G obtenida por la venta de uno de sus productos esta
dada por G(q) = —0,1g% + 150q — 2000 donde q es la cantidad de unidades vendidas de

dicho producto.

a) ¢Cuantos productos debe vender para obtener la maxima ganancia posible? ;Cudl es la
ganancia maxima?
b) Si en marzo la venta de este producto le dejé una ganancia de $48000 ¢ Cuantas unidades
vendig?
16) Si f(x) = 2kx? + 1 determinar, en cada caso, los valores de k de forma que
a) Laimagendex =1seay =1, b)f(—%)zs

17) Graficar las siguientes funciones cuadraticas. Indicar dominio e imagen.

i) y=x"+6x+5 i) y=-2x"+11x—15 iil) f(x)=2x"—4x+3

iv) v=4x +1 v f(x)=x" +6x-7
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16. Unidad 3: Trigonometria

16.1 Introduccidn

Etimologicamente, la palabra trigonometria significa medicion de triangulos. En términos
generales, la trigonometria es un area de la Matemaética que surge del estudio de la relacion
entre los lados y angulos de un triangulo rectdngulo y de las cuerdas y arcos de una
circunferencia. Actualmente la trigonometria y las funciones trigonométricas han
sobrepasado su fin original para convertirse en elementos matematicos estudiados en si

mismo y con aplicaciones en los campos mas diversos.

La historia de la trigonometria y de las funciones trigonométricas se remonta a las
Matematicas producidas por las culturas egipcias y babildnicas, quienes conocian ya los

teoremas sobre las proporciones de los lados de los triangulos semejantes.

El Occidente se familiarizo con la trigonometria arabe a través de traducciones de libros de
astronomia arabigos, que comenzaron a aparecer en el siglo XII. A principio del siglo XVII,
se desarrolld el concepto de logaritmo y, gracias a esto, los calculos trigonométricos

recibieron un gran empuje.
16.2  Arcosy angulos

Consideremos dos circunferencias centradas en A, de distinto radio, r < s. Dos semirrectas
con origen en A determinan arcos sobre las circunferencias, uno con extremos P y Q y otro

con extremos Cy D.

La longitud de estos arcos es proporcional al radio de la
circunferencia, Es decir:
|PQ| _ |cD]

r S

Ahora bien, ambos arcos abarcan un mismo angulo 6.

Entonces se puede definir la medida del angulo 8 como:

PQ
|9|=M
r
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Decimos que tiene sentido la definicidn, porque es independiente de la circunferencia que

tomemos, siempre que este centrada en el punto A, Es decir, también vale que |6| = ey

r

En particular, si la longitud del arco PQ es igual al radio de la circunferencia, entonces la

medida de 0 es 1. Llamamos a esta unidad un radian.

11 Asi, el angulo llano se corresponde a un arco que mide
la mitad que la circunferencia: .r, y por lo tanto el

angulo Illano mide

] ruclian
1] mw.r .
" P —— =1 radianes
r

Un angulo recto se corresponde con un arco que mide

TT.

. - A T
un cuarto de circunferencia, es decir, —— Y por lo

tanto el angulo recto mide:

T.T
2 ” .

—=— = —radianes
r 2

Existen otros sistemas de medicién de angulos, en esta unidad trabajaremos también con el

sistema sexagesimal.

En el sistema sexagesimal la unidad de medida es el grado sexagesimal. En este sistema, el
angulo Ilano mide 180° y el &ngulo recto mide 90°. Un grado se obtiene al dividir un giro

completo en 360 partes iguales, y tenemos las relaciones:
10 — 60l’ 1! — 60”

En general, se tiene la siguiente relacion entre radianes y grados sexagesimales:

Dado un angulo 6, si su medida en grados es g y su medida en radianes es h, entonces

m.g=180.h
Ejemplos:
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a) Consideremos un angulo de 45°, esto es, g = 45. Entonces su medida en radianes es:

_7‘[.45_71’

180 4

b) Un angulo que mide gn radianes, mide 120°, pues

2 180.%71
= — =—> =120°
h 371', g - 0

Observacion: En la siguiente tabla se muestran algunas relaciones destacadas

[ 3] kg kg kg (s
Sistema sexagesimal ] ane 180° | 270° | 360°

Sistema radial 0 im T 2r 2z

17. Razones trigonométricas. Triangulo rectangulo

Dado un triangulo ABC vamos a indicar sus angulos interiores de la forma 4, B, C, y sus

lados los indicaremos con AB,BC y AC.

Recordemos dos propiedades fundamentales vinculadas a los

triangulos:

Propiedad 1: La suma de las amplitudes de los angulos , Al

interiores de un triangulo es igual a 180°.
Simbo6licamente: A + B + C = 180°
Propiedad 2: Valida para Triangulos Rectangulos

Teorema de Pitagoras: La suma de las medidas al cuadrado B
de los catetos de un triangulo rectangulo es igual a la medida

al cuadrado de su hipotenusa.

Simbolicamente: |AB|? = |BC|? + |AC|?

Para un triangulo ABC rectangulo en €, como el de la figura, definimos seno, coseno y

tangente del anguloA (no recto) de la forma:
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. cateto opuesto  |BC]| B
send = - ==,
hipotenusa |AB]|
. cateto adyacente |AC]|
COSA = - = —
hipotenusa |AB|
N 1 ;:l\.l' (
R cateto opuesto |BC|
tgA = =

 cateto adyacente  |AC|

Estas relaciones se denominan razones trigonométricas. Definimos tambien:

. 1
cosec A = =
send
A 1
sec A = —
cosA
tg A 1
co = —=
g tgA

Observaciones:

senA

1) tgd = cosA
2) A partir del teorema de Pitagoras se deduce la PROPIEDAD FUNDAMENTAL
sen?A + cos?A =1
Vamos a definir, de manera poco formal, el arco seno, arco coseno y arco tangente
de un nimero x € R.

» Dado x € [—1,1], el arco seno de x es un angulo 6 cuyo seno vale x.

En simbolos: arcsenx = 6 < senf =x
» Dado x € [—1,1], el arco coseno de x es un angulo 6 cuyo coseno vale x.

En simbolos: arccos x = 6 < cos 0 = x
» Dado x € R, el arco tangente de x es un &ngulo 6 cuya tangente vale x.

En simbolos: arctgx = 6 & tgb =x
» Para calcular el seno, coseno y tangente de un angulo dado, asi como el arco seno,
arco coseno y arco tangente de un valor dado, usaremos la calculadora cientifica.

» En general los valores que obtenemos de la calculadora son nameros irracionales,

por lo que usaremos aproximaciones.
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Haciendo uso de las razones trigonomeétricas y de las propiedades enunciadas podemos
resolver problemas que involucran tridngulos rectangulos. Dado un triangulo rectangulo es
suficiente conocer dos datos (ya sean dos lados o un lado y un angulo), ademas del &ngulo

recto, para poder encontrarlos restantes angulos y lados.

Cuando hablamos de resolver un tridngulo rectangulo nos referimos a encontrar las

medidas de todos sus lados y la amplitud de todos sus angulos, a partir de ciertos datos

conocidos.
Ejemplos:
a) Consideremos un triangulo ABC rectangulo en C y tal que |AB| = 5,2cmy B = 64°.
Encontremos la medida de los lados restantes y los angulos.
En primer lugar, realizamos con los datos brindados una representacion gréfica.

C Luego, como conocemos las amplitudes de los angulos
C, B y usando la propiedad 1 calculamos la amplitud del

64 angulo A.

5.2 cm

A =180° — 64° — 90° = 26°

Ahora,

sen A

sen26° =
|IBC| = 5,2cm-sen26” ~ 2 28 cm.
Para encontrar el lado restante podemos usar el Teorema de Pitagoras, o bien algunas razones

trigonométricas.

B . 2 28cm — 2,28 cm -
tg A= |_| = tg26° = ——— = |AC|= %6 = 4,67 cm.
f g 2b°

AC
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b) Consideremos un triangulo ABC rectangulo en C y tal que |AC| = 2,7cmy
|BC| = 3,5cm. Calculemos el lado restante del triangulo y las amplitudes de sus
angulos interiores.
Comenzamos realizando una representacion grafica del triangulo y los datos

brindados. Para encontrar la longitud del lado AB usamos el Teorema de Pitagoras,

AB|? = [AC|? + [BC|2
¥

L Tem)? + (3, 5cem)?

= |
3, 5em _ o
= 19, 5dcm”.

c A |AB| = VIO 5Tem? =~ 4,42 cm.

2, Tem

Ahora, para encontrar el &ngulo A usamos, por ejemplo, tangente.

=1,296 = A~ arctgl,296=52°21".

Observacion: Podriamos haber calculado este angulo a partir de su coseno, con lo cual
utilizariamos en el célculo el valor del lado AB encontrado en un paso anterior. Sin embargo,

siempre que sea posible es conveniente usar los datos dados en el problema para evitar

errores, ya que lo calculado en otros incisos puede no ser correcto.

A A , . — ) o EeyF u 27
Finalmente, la amplitud del angulo restante es; £ = 1807 = 907 = 527217 = 37739,

17.1  Angulo de Elevacion y Angulo de Depresion

Otros de los conceptos que aplicamos para dar solucion a las situaciones planteadas es de
angulo de elevacion y éangulo de depresion. De manera intuitiva, mostramos los dos

conceptos.

=
-~
-
] -
| -
!

Angulo de elevacion: ~ ~ ~Linea Visual
7 Ve i h . = .l el -
Es el angulo a que forma la linea -
(74
visual, que “sale” del ojo de un Linea Horizontal

observador, que mira hacia arriba, y

la linea horizontal correspondiente.
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Angulos de depresion:

Linea-Horizontal

Es el angulo £ que forma la linea visual,

que “sale” del ojo de un observador, que

mira hacia abajo, y la linea horizontal )
correspondiente. @
Ejemplo:

Un hombre de 1,80m de altura, ubicado a 15m de un arbol quiere conocer su altura. El
angulo de elevacion al extremo superior del &rbol

es 20°. Determinar la altura del arbol. -

A plirn
del observodor

¢ D distancia al arbal

Solucion:

Para comenzar, realizaremos una representacion grafica de la situacion con los datos

brindados.
N—%—  Planteamos la expresion que permitira determinar lo
desconocido (H)
X
H=180+x
M 4 H
1,8m
¥
« ; >

Podemos encontrar el valor de x con los datos brindados.
X
tg20° = E - x=15.tg20°=15.0,36 - x = 5,40m
Finalmente, H = 5,40m + 1,80m = 7,20m
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18. Circunferencia Trigonométrica

Hemos definido el seno, coseno y tangente para angulos interiores (agudos) de un triangulo
rectdngulo. También vimos que en el sistema radial la medida de un angulo es un nimero
real. Podemos pensar entonces en extender estas definiciones para cualquier nimero real.

Vamos a realizar este proceso en forma gréafica.

Consideremos una circunferencia de radio r =1, a la que llamamos circunferencia
unitaria. Ubicamos el centro de esta circunferencia en el origen de coordenadas de un
sistema de ejes cartesianos. Centrados en el origen de coordenadas vamos a marcar distintos

angulos orientados, como se muestra en la figura.

En estos angulos, uno de los lados permanece fijo sobre el semieje positivo de las abscisas y

el otro lado de una semirrecta con origen en (0,0).

Segundo cuadrante Primer cuadrante

Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

18.1  Signos de las razones trigonométricas

Los signos de las razones trigonométricas tienen que ver con la abscisa y la ordenada del

punto P, y estas coordenadas tendran distinto signos segun en qué cuadrante este ubicado P.
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Signo de...
Representacion del punto P en los distintos cuadrantes | sena | cosa | tga
]
+ + +
+ - -
- - +
- + -

Ejemplo:

. 3 , ,
Si cosa = \/2—— y a es un angulo del cuarto cuadrante, ¢cudl es el valor de su seno y

tangente?

De la propiedad fundamental resulta

Vv3\*

i - , 3 1 1,
H501 0y _ =1 —— sen o = 1 -1 = -1 —— SN0 = E 0 5eNda =

bt | b=t

2
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. - 1
Dado que «a esta en el cuarto cuadrante el seno es negativo por los que sena = — >

Podemos calcular la tangente de «

SETL ()
trgo = =
COS

[

19. Triangulos Oblicuangulos

Para resolver tridngulos oblicuangulos, se emplean los siguientes teoremas:
19.1 Teorema del Seno

En cualquier tridngulo, las longitudes de los lados son proporcionales a los senos de los

angulos opuestos correspondientes

A
a b C y —

- - —_ a
A A P -
C —
sen A senB  senC / g

A — T C

Observacion: Generalmente, se emplea cuando se conocen la medida de un lado y las

amplitudes de dos angulos, o bien, dos lados y el angulo opuesto a uno de esos lados.
Ejemplo:

Dos casas P y Q que se encuentra en la misma orilla de un rio estan distanciadas 1200m una
de otra, una tercera casa R queda en la otra orilla del rio. Si el &ngulo que se forma en la casa
P mide 62°y el angulo que se forma en la casa Q mide 36°. ;Cuél es la distancia de la casa

R a cada una de las otras dos casas?

Soluciodn:

lade R

1° Debemos realizar es una representacion 1200 metres
grafica de la situacion, para organizar los

datos.
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2° Calculamos la amplitud del angulo que falta.
R=180°-62°—36° - R =82°
3° Decidimos que longitud calcular. En este caso calculamos la distancia entre lacasa Py R.

Esto es, calculamos la longitud del lado Q.

1200 Q

sen 82° sen36°

1200 e
~ sen82° sen

Q = 715,15m
4° Calculamos la distancia entre la casa Q y R. Esto es, calculamos la longitud del lado P.

1200 P

sen 82° sen62°

,_ 1200 e
= Sensze " °"

P =1066,67m

5° Respuesta: La distancia de la casa R a la casa P es de 715,15m y la distancia de la casa R

alacasa Q esde 1066,67m.
19.2 Teorema del Coseno

En cualquier triangulo ABC se verifica que

B
A —
az= b2+c2-2.b.c.cosﬁ T — a
A T—
b= a2 +c%-2.a.c.cosB /’/ T~
A —

L=

M
c2= a2+b2-2.a.b.cusc

Observacion: En forma directa se emplea cuando se conocen las longitudes de dos lados y la
amplitud del &ngulo comprendido. También puede usarse cuando se conocen las longitudes

de los tres lados y se desea calcular la amplitud de los angulos interiores del triangulo.
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Ejemplo:

Hallar la longitud del puente

;;111:1"‘::1::;

A~ — B

Solucion:

1° Vamos a realizar una representacion grafica, similar a la que se

muestra en el teorema, con los datos del problema.

2° Queremos calcular la longitud del puente, esto es, vamos a

calcular la distancia c.

c2=a?2+b*-2.a.b. cosC

c2=70%24+50%2—-2.70. 50. cos45

c =+/4900 + 2500 — 4949,75

¢ =+/2450,25

¢ =49,5m
3° Respuesta: La longitud del puente es de 49,5m
20. Vectores
20.1  Segmento orientado

Si ubicamos dos puntos sobre una recta, en la Geometria que
conocemos, el segmento AB es igual al segmento BA.

Cuando consideramos al punto A como origen o punto inicial, y al

punto B como punto final o extremo, diremos que hemos orientado
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el segmento. La orientacion elegida la indicaremos con una fecha. Utilizaremos la siguiente

notacion para representar este segmento orientado % o bien, 4B.

Llamamaos vector a todo segmento orientado. En nuestro caso hemos introducido al vector .

Caracterizacion:

e Los puntos Ay B determinan una recta, a la que pertenecen.
e Hemos convenido en que A es el punto inicial u origen y que B es el punto final o extremo.

e Como 4 # B, existe una distancia entre ellos.

Ejemplo:
N=1(30)

3= (=34 (—4);0— (-3))

1]

M = (-4, -3)
20.2 Caracteristicas de un vector.

Direccidn: la de la recta que contiene a ambos puntos, llamada recta sostén, o la de cualquier

recta paralela a la misma (dos rectas paralelas tienen la misma direccién).

Sentido: la orientacion del segmento elegida sobre la recta, al decidir cual es el punto origen

y cual es el punto extremo (graficamente esta indicado por la flecha).

Mdédulo: es la longitud (numero real no negativo), del segmento AB, es decir, la distancia

entre Ay B. Se simboliza | i| o bien |4B]|.

Ejemplo:

En el ejemplo anterior determinamos el vector @ = (1,3) luego |d| = V12 + 32 =10
20.3 Igualdad de vectores

Si tenemos dos vectores d y b, es natural afirmar que son iguales si y solo si tienen:

e Misma direccion.
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e Mismo sentido.

2y

e Igual médulo.

o
Il
>y

!

Lo simbolizamos con @ = b.

Si algunas de las condiciones anteriores no se

cumplen decimos que d y b, son distintos. Lo simbolizamos con a # b.

Ejemplo

20.4  Vectores Libres.
Podemos convenir que, dado un vector este se puede trasladar paralelamente a si mismo, sin
alterar sus tres caracteristicas.

Esta idea de libertad de movimiento hace que la definicion dada de vectores caracterice a los
vectores libres.

En adelante, cuando hablemos de vectores haremos referencia a los vectores libres.

20.5 Vectores opuestos.

Los vectores que tienen la misma direccion (porque estan contenidos en rectas paralelas), el
mismo maédulo, pero sentidos opuestos reciben el nombre de vectores opuestos. Si d es un

vector, simbolizaremos su opuesto con —d.
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Ejemplo

20.6  Vector nulo

Si sobre una recta tomamos los puntos A y B coincidentes, no se obtiene un vector tal como
lo presentamos, pues la direccion y el sentido no estan determinados, sin embargo, nos

conviene introducir el concepto de vector nulo; que es aquél cuyo punto origen y punto final

coinciden. Lo simbolizamos con 0.
Este vector no tiene direccion ni sentido, ademas | 0| = 0.

Observacion: Todos los vectores de médulo cero son iguales.

21. Operaciones con vectores.

21.1 Suma de dos vectores.

Dados los vectores d y b, por ser vectores libres, siempre es posible hacer coincidir el origen
de b con el extremo de d. En esta posicion

definimos como vector suma d+b a P

aquél que tiene como origen, el origen de

dy como extremos, el de b.

Observacién: Dados d y b, RREAE EREP
@ + b es tnico. /
Ejemplo
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21.2  Propiedades de la suma

Si con V simbolizamos al conjunto de todos los vectores, valen las siguientes propiedades.
Paratodosd, by é €V.

S1)d+beV (clausura)

S2)(@+b)+é=d+(b+¢) (asociativa)

S3)d+b=b+d (conmutativa)

SHd+0=4d (existencia y unicidad del elemento neutro)

S5)d+ (—a) = 0 (existencia y unicidad del elemento opuesto de un vector)

21.3 Diferencia entre dos vectores.

Dados los vectores a y b, definimos

-

diferencia entre a y b y

simbolizamos a — b al vector a + /

(=b). Si d#0 y b=#0,

b

construimos @ — b

Ejemplo y

a=(223)

21.4  Producto de un numero real por un vector.

Dado un vector d@ = 0 si nos piden hallar @ + @ + @ dibujamos un vector como el siguiente:
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-

Indicamos con d + a + d = 3.d. Ademas, 3. d verifica las siguientes caracteristicas.

e |3.d| =3.|d]
e Direccion de 3. a es igual a la direccion de a.

e El sentido de 3.d es el sentido de a.

21.5 Producto de un numero real por un vector

Dado un vector d@ y un nimero real a, se llama producto de « por @ a un nuevo vector que

simbolizamos a. d que definimos:

1) Sia#0yd=0; a.d estal que:
e Modulode a.d: |a.al = |al.|dl

e Direccion de a.d es igual a la direccién de a

Igual al sentidode d si a > 0

e Sentidode a.a = R
Opuestoaldeasia <0

2) Sia=00d =0 entonces a.d = 0

21.6  Propiedades del producto de un nimero real por un vector

Paratodo a, f € Ry para todo d,b €V se verifica que:

Pl)a.a eV (homogeneidad).

P2) a. (& + 1_5) =a.d+ a.b (distributiva respecto a la suma de los vectores).
P3) (a + B).d = a.a+pa  (distributiva respecto a la suma de nimeros reales).

P4) a.(B.a) = (a.p).d (asociativa respecto de los numeros reales).
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P5)1.da=a (existencia del elemento neutro del producto).

21.7 \Versor o vector unitario.

Llamamos Versor a un vector de médulo uno.

21.8 Versor asociado a un vector no nulo.

Sead € Vya # 0,se llama vector asociado a un vector a, al vector que simbolizamos a; y

que definimos de la siguiente manera:

o lagl =1
e Direccion de a, es igual a la direccion de a.

e Sentido de ag es igual al sentido de a.

21.9 Vectores paralelos.

Convenimos en que dos vectores no nulos son paralelos (y simbolizamos d || b) si y solo si

tienen la misma direccion.

2|d

@/y

21.10 Condicidn de paralelismo entre dos vectores no nulos.
Sean d, b vectoresnonulos: d | b < 3 aR; a # 0tal qued = a.b.
21.11 Angulos entre dos vectores.
Sean d y b vectores no nulos, si es necesario los trasladamos paralelamente a si mismo, de

modo que a y b tengan un origen comdn. Se llama angulo entre d@ y b al menor angulo
formado por ambos vectores.

=2

a /

S
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21.12 Producto Escalar.

Dados dos vectores @ y b, se llama producto escalar o interno de @ por b y se simboliza con

d . b al nimero real que se define:

= —

1) Sid #0yb #0

d@.b = |d|.|b|.cosa, donde « es el &ngulo que forman @y b con 0° < @ < 180°.
2) Siad=0yb=0
da.b=0

21.13 Propiedades del producto escalar.
Paratodos d,by & € V, paratodo 1 € R se verifica:
Pl)d.b=b.d (conmutativa)
P2) A.(d@.b) = (A @) .b=d.(ADb)
P3)a. (1_5 +¢)=d. b+ d.é (distributiva respecto de vectores)
P4)d.d>0yd.d=0siysolosid=0
21.14 Propiedades inmediatas de la definicion del producto escalar.

Propiedad 1: Paratodo d € V:d.d = |d|?

Propiedad 2: Célculo del modulo de un vector.

Paratodod € V:|d| =Va.a

Propiedad 3: Célculo del angulo entre vectores no nulos

Si a es el angulo que forman los vectores d y b no nulos entonces:

a.b

|d| . |b|

cosa =
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21.15 Perpendicularidad entre dos vectores no nulos.

Sean d y b, vectores no nulos, diremos que @ y b son perpendiculares y simbolizamos

da L b, sielangulo entre ellos es recto a = 90°.

Condicion de perpendicularidad:

Sean d y b, vectores no nulos, d y b son perpendiculares siy solosid. b =0

22. Vector de posicion. Componentes de un vector.

Gréaficamente, un vector se representa como una flecha ubicada en un eje de coordenadas.En
esta flecha podemos identificar cada uno de los elementos que lo conforman (ya estudiadas
anteriormente). Todo vector se puede expresar como la suma de otros vectores que sirven de
patron o referencia. Estos vectores reciben el nombre de vectores unitarios ya que su modulo

vale 1 (mddulo unitario). En concreto se emplean:

e T 07, esun vector unitario en la direccion del eje x

_— >

e J 0u, esun vector unitario en la direccion del eje y

Ejemplo

¥ ¥
i
2

ri A i

J 3

] - X 0 . 2 : i
1 ] i 2 : X
. S — —
Vectores unitarios en el plano OXY a se compone de 1 vez el vector 1 v 2

—
veces el vector j

Como se muestra en el ejemplo anterior, se ha obtenido una forma de representar

analiticamente un vector a partir de su grafica. A continuacién, se puede encontrar otras
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formas de representacion posibles. De esta forma, un vector a con origen en el punto A =
(Ay,Ay) y extremo en el punto B = (B,, B,) se puede representar analiticamente de las

siguientes formas:

Siendo a, = By — A,y a, = B, — A, entonces

1° opcién a=a,.T+a,.T
o A —_
2° opcion a = (a.,ay)
Ejemplo
2
1 - —
a=111+27y

-1 0

-
8]

Observacion: Si se trabaja en el espacio, se considera, ademas el vector unitario del eje z. Se

indica con k o bien, u,.

Ejemplo:
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23. Trabajo Practico 3

1) Completar teniendo en cuenta el triangulo abc
a.
* A es el cateto adyacente al angulo

* A es el cateto opuesto al angulo (: R
B

* B es el cateto adyacente al angulo (:

* B es el cateto opuesto al dngulo (:) -

b. Escriban las razones trigonométricas.

A)
A
A A =
.Sena—B .Coseca=E] .Senb=8 .coser B

i

(&
o

a.
A
A
C_J p-C_)
= ctg B =
= o tg O X
10 cm ocotg&=C:) ‘C0t8[3=[_—___)
A
; esect=(__J vsecf=(___)
A
" & m ° -cosec&=C:) 'COSECB=[:
b.
A N
csenb=(C___) csenf=(___ )
5cm A
: " st cosh=(_ )
o

A
: ]
A A
a . coseca=(___j . cosec[3=:)

3) Resolver la siguiente situacion problematica
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Laura y Pablo fueron a conocer el obelisco. Laura se paro a la derecha y observa el extremo
superior con un angulo de elevacion desde el piso de 55°. Pablo lo observa desde la izquierda
con un &ngulo de elevacion desde el piso de 65°. La distancia entre Laura y Pablo es de
20,8m.

a) ¢Cudl es la altura del obelisco?

b) ¢A qué distancia del obelisco se encuentra Pablo? ¢y Laura?

4) Sitga = 2,5y a estaen el primer cuadrante ¢Cuénto mide « en radianes?

5) Sisena = 0,5y «a pertenece al Il cuadrante ¢ Cuanto mide a en sexagesimal?
, . . . 4 .
6) Calcular las demas razones trigonométricas de a, sabiendo que sena = cyaesun angulo

del segundo cuadrante.

’ . o . 3
7) Calcular las demas razones trigonométricas de a, sabiendo que cosa = —g Yy a es un

angulo del tercer cuadrante.
8) Resolver las siguientes situaciones problematicas
a) Un ingeniero agrimensor esta haciendo mediciones con un teodolito. Tomé como
referencia dos postes que marcan los vértices de un terreno, que estan a 5km y 8km,
respectivamente, del lugar donde él esta parado. El angulo determinado por las
visuales a dichos postes es de 120° ;Cual es la distancia entre los postes?

b) Las ciudades A, B y C estan ubicadas como se muestra en el

A& C
esquema ¢ Cuantos km recorre un automovil que sale de A, se
.. . .. [
dirige a B 'y a C y vuelve al punto de partida sin ir dos veces %{ f
. 2 N\ 60/
por la misma ruta?
B

c) Dos aviones parten del mismo aeropuerto a la misma hora. El avién 1 vuela a la

velocidad constante de 200km/h, y el avion

Aeropuerto
2, a una velocidad constante de 250km/h.

¢A qué distancia entre si, se encuentran los 3

Avidn 1 E ' Avidn 2

aviones después de volar 5 horas?
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9) Considerar los vectores ¥ y 1 para hallar:

a) v+ U

b) v— u //
c) —2v i
d —u+3v

10) Calcular d . b sabiendo que |d@| = 3; |b| =5 y a = 45°
11) Dados los puntos P = (—3,5); Q = (—6,4); M = (—3,4); N = (0,2)
a) Graficar los vectores PQ y MN y determinar sus componentes.
b) Hallar el angulo & determinado por los vectores PQ y MN
12) Calcular x e y para que los vectores ¥ y 1 sean iguales:
Q) Uu=(x,5y7v=(6)
b) u=Q2-x,49)yv=(6y—1)
c) u=(3x8)yv=(24y)
d) u=x-13)yv=_2x,y)
13) Dado el vector @ = 21— 3]+ ky b = 47 + 2] — 6k, hallar
a) d+b
b) 2a
c) —%E

d) ldly |b|
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